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Avant-propos

Le but de ce complément est de présenter les notions de base permettant I’étude des courbes usuelles dans
le plan, en particulier du point de vue de la géométrie analytique. Certaines des courbes étudiées sont d une
grande importance dans les applications. Citons par exemple les cycloides et les coniques (ellipse, parabole
et hyperbole).

On trouvera en outre dans ce complément une introduction aux notions de base de la géométrie différentielle.

Celle-ci consiste a utiliser le calcul différentiel et intégral en lien avec les éléments géométriques liés aux
courbes : tangente en un point, longueur, surface, rayon de courbure...
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Chapitre 1

Courbes paramétrées

Les courbes paramétrées ont été brievement abordées dans la section 10.5 de Toutes les mathématiques
(page 105), a cause de leur rapport avec la cinématique. Le but de ce chapitre est de fournir des éléments
pour I’étude de leurs propriétés géométriques et leur construction. Vous devez :

A.. Savoir construire le tableau des variations simultanées de x et y d’une courbe paramétrée et savoir utiliser
ce tableau pour tracer la courbe.

B. Savoir déterminer la tangente en un point singulier.

C. Savoir calculer le rayon de courbure dans des cas simples.

D. Connaitre la base mobile de Frénet.

E. Savoir calculer des longueurs et des surfaces liées & des arcs de courbes.

1.1 Notion de courbe paramétrée

Soit ¢ un parameétre qui varie dans un intervalle I. Dans I'interprétation cinématique, ¢ représente le temps.
Bien entendu, dans I’étude mathématique, ¢ n’a pas de signification particuliére et peut tout aussi bien
s’appeler u, 6, etc. Cependant nous utiliserons souvent 'interprétation cinématique, notamment pour trouver
les tangentes en un point singulier.
Une courbe paramétrée (C') est le sous-ensemble du plan décrit par un point M dont ’abscisse z et ’ordonnée
y sont des fonctions d’un paramétre t. Elle est donc définie par la donnée de deux fonctions f et g, de telle
sorte que

x=f() et y=g(t). (1.1)
Dans l'interprétation cinématique, (C) est la trajectoire de M.

Exemple 1.1 Pour R > 0, les équations
r=1xq+ Rcost , y=yq+ Rsint,

sont une représentation paramétrique du cercle de centre 2 (zq, yq) de rayon R, comme le montre la figure

—
1.1. Dans ce cas le parameétre t représente I’angle (7, QM), et on obtient tout le cercle en faisant varier ¢
sur un intervalle de longueur 27, par exemple [—m, +7].

() 7 M y(0) M )
Yw Q : X(-t) = x(t)
7 L
ol =+ xw X® y(t) = -y M ()
Figurel.l Figure1.2

De méme, I’équation paramétrique
r=at+x9 , y=>bt+yo



2 CHAPITRE 1. COURBES PARAMETREES

est celle d’'une droite du plan. Si on se référe a linterprétation cinématique, il s’agit de la droite passant
par le point A(xo,yo), parcourue a vitesse constante v =& ¢ +9¢j = ai +bj (mouvement rectiligne
uniforme).

On notera que les représentations graphiques y = f(z) usuelles sont des cas particuliers de courbes paramé-
trées : on peut dans ce cas prendre & comme parametre, car x = x et y = f (z) . Il n’est donc pas surprenant
que le plan général d’étude d’une courbe définie par une équation paramétrique soit trés semblable au plan
d’étude d’une courbe définie par une équation cartésienne y = f (x) :

Premiére étape : On détermine 1’ensemble de définition Dy de x et ’ensemble de définition D, de y.

Deuxiéme étape : On réduit, lorsque cela est possible, l'intervalle d’étude. On utilisera, s’il y a lieu, le
fait que f et/ou g soient paires, impaires, ou périodiques, en s’aidant d’un croquis.

Troisiéme étape : On étudie les variations simultanées de x et y en fonction de ¢ sur l'intervalle d’étude.
Dans le double tableau de variations, doivent figurer les points ou ' = f/(t) et ¥’ = ¢’(¢t) s’annulent. Doivent
également figurer les points ot f ou g n’est pas définie (double barre verticale) et ceux ou f’ ou ¢’ n’est pas
définie (double barre verticale dans la ligne correspondant & f/ ou ¢’).

Quatriéme étape : On trace la courbe en placant impérativement :

a) Les points a tangente horizontale ou verticale.

b) Les points singuliers, ou f’ et ¢’ s’annulent simultanément.

c¢) Les asymptotes horizontales ou verticales qui apparaissent éventuellement dans le tableau des variations
simultanées.

1.2 Etude d’un exemple : la cardioide
La cardioide est la courbe (C) définie par ’équation paramétrique
x =R (2cost —cos2t) ; y= R(2sint — sin 2t). (1.2)

Ici R est un réel strictement positif dont nous donnerons la signification dans la section 1.3. Il est clair que
x et y sont définis sur R.

1.2.1 Réduction du domaine d’étude

On observe d’abord que z (t 4 27) = z (¢t) et y (¢t + 27) = y(¢). Donc les points M (¢t + 27) et M (¢) sont les
mémes, et il suffit de faire varier ¢ dans un intervalle de longueur 27, par exemple [—7, 7|, pour avoir toute
la courbe. Dans l'interprétation cinématique, cela signifie que, aprés un temps 7' = 27, le mobile est revenu
au méme point : le mouvement est périodique.

Ensuite, on a = (—t) = x (t) et y(—t) = —y(t). Cela signifie (Figure 1.2) que les points de parameétres ¢
et —t sont symétriques par rapport a ’'axe Oz. Donc la courbe (C) est symétrique par rapport a Oz et il
suffit d’étudier les variations de x et y sur [0, 7]. On tracera la courbe pour ¢ variant entre 0 et 7, puis on
complétera le tracé par symétrie par rapport & Oz. L’étude des symétries de la courbe se fera toujours a
partir d’un croquis du type de la figure 1.2.

1.2.2 Variations simultanées
On calcule les dérivées de = et y par rapport a ¢t :
x' =2R(sin2t —sint) ; y = 2R(cost — cos2t).
Pour étudier le signe de 2’ et 3/, transformons les sommes en produits (Formules (1.16) et (1.17) de Toutes
les mathématiques, page 8). Il vient
2’ = 4Rsin % cos % et oy =4Rsin % sin %

L varie entre 0 et T. Donc sint{ > 0 et s’annule pour ¢ = 0. De méme 3t

Lorsque t varie entre 0 et 7, 3 © 5 5 i 3
2 = I clest-a-dire

varie entre 0 et 37” (Figure 1.3). Alors cos 5 est d’abord positif, puis il s’annule lorsque 5 = 7,
lorsque ¢ = %. Il devient alors négatif et le reste, jusqu’a ¢ = 7 ot il s’annule & nouveau.On en déduit le
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signe de z’ sur [0, 7] (ci-dessous a gauche). Pour le signe de ¢/, la figure 1.3 montre que sin % s’annule pour

t = 0, puis il est positif jusqu’a ce que 3¢ = 7, c’est-a-dire t = %ﬂ, ou il s’annule. Il devient alors négatif et

2
le reste jusqu'a t = 7.

p2 Déplacement de g = 3t/2 sur
—

le cercle trigonométrique

D 0
Figurel1.3
3p/2
D’ou le signe de 3’ (ci-dessous a droite).
t |0 p/3 p t |0 2p/3 p
sin(t/2) |0 + + sin(t/2) |0 + +
cos(3t/2) + D — D sin(3t/2) + D —
X b + 0 - ) y + 0 -

On regroupe alors dans un seul tableau les variations simultanées de = et y lorsque ¢ varie de 0 & 7. Ce
tableau permet de visualiser le déplacement du point M dans le plan lorsque ¢ varie.

t|o p/3 2p/3 p
X |0 + D - - D
3R2 —

X /
R -R2[ T 3R
Y0 + + ) _
4~ 3R2
Y 0/ \ 0

1.2.3 Tangentes aux points remarquables

Les points remarquables sont ceux qui apparaissent dans le tableau de variations. Si nous revenons & l’in-
terprétation cinématique, nous voyons que la tangente en un point M(t) est définie par le vecteur vitesse

—
_>7de — Prid

Codt

a condition que celui-ci soit non nul, c’est-a-dire que z’ et ¥y’ ne s’annulent pas simultanément. Ainsi au
point A de parameétre ¢ = %, la tangente est verticale puisque ' = 0ety #0: elle est dirigée suivant

7. Au point B de parameétre t = %”, la tangente est horizontale puisque =’ # 0 et ' = 0. Au point C de
parametre 7, la tangente est de nouveau verticale car ' = 0 et 3’ # 0.

Au point D de parameétre t = 0 par contre, le vecteur v ne peut définir la tangente puisqu’il est nul. Si
nous nous référons a 'interprétation cinématique, cela signifie que le mobile marque un temps d’arrét en ce
point (sa vitesse s’annule). C’est donc 1’accélération @ qui va faire repartir son mouvement, et la tangente
sera dirigée suivant @ (& condition que @ # 0).

N 2
Or les composantes du vecteur @ = ddt];/[ sont

2" =2R(2cos2t —cost) , y"' =2R(2sin2t — sint)

Pourt=0,0na a = 9R7 :la tangente est horizontale au point D.

Un point d’une courbe paramétrique o z’ et 3’ s’annulent simultanément s’appelle un point singulier.
L’exemple que nous venons de traiter illustre le théoréme suivant, que nous admettons sans démonstration.
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Théoréme 1.1 La tangente au point M (tp) d’une courbe paramétrée est dirigée par le premier vecteur
non nul de la suite

— e —_—

dM (t0) d*M (t0) d*M (t0)

dt 0/, di2 0/, a3 0/,

1.2.4 Tracé de la courbe

On trace la courbe en s’aidant du tableau de variations. On place d’abord les points remarquables avec leurs
tangentes, en indiquant la valeur correspondante de ¢ entre parenthéses. Puis on les relie en tenant compte
des sens de variation de x et y :

a) Lorsque ¢ varie de 0 & %, x croit et y croit. Le point M(t) se déplace du point D (ou la tangente est
horizontale) au point A (ou la tangente est verticale).

b) Lorsque ¢ varie de Z & 2%, x décroit et y croit. Le point M (t) se déplace du point A (ou la tangente est
verticale) au point B (ou la tangente est horizontale).

¢) Lorsque t varie de 2?“ a m, x décroit et y décroit. Le point M (t) se déplace du point B (ou la tangente

est horizontale) au point C' (ou la tangente est verticale).

On termine en complétant la courbe par symétrie par rapport & Ozx.

B(t=2p/3) |
RT A (t=p/3)
ce=pl =~ O D (t=0)
Figure 1.4 : Lacardicide

1.3 Exemple d’étude de branche infinie
Soit la courbe (C) définie par ’équation paramétrique :

3 -3
— - . 1.3
o Y ; (1.3)
On observe que les ensembles de définition de = et y sont D, = R\ {0,2} et D, = R~ {0} . Par ailleurs, la
courbe ne semble pas admettre de symétrie. On étudie les variations simultanées de x et y en calculant les
dérivées :

—6(t—1) 3
=" ety =1+ —.
(t2 — 2t) t2

On en déduit le tableau des variations simultanées.

t - 00 0 1 2 + 00
X + + D -
+ co -3 + 00
0 - 00 - 00 0
y + + + +

Y /+oo /Q{'J”’o

-0 - o0
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Ce tableau de variations montre 'existence d’une asymptote horizontale d’équation y = % (lorsque t — 2),
car dans ce cas r — > et y — % 11 fait apparaitre aussi une asymptote verticale d’équation x = 0 (lorsque
t — +00), car alors * — 0 et y — oo.

Lorsque t — 0, = et y tendent tous les deux vers l'infini, on est donc amené & rechercher une asymtote
oblique éventuelle. Le principe est le méme que pour les courbes définies par y = f (x) (Formules (13.6) et
(13.7) de Toutes les mathématiques, page 147) :

Supposons que lims_¢, x (t) = 0o et limy_4, y (t) = co. Pour étudier la branche infinie lorsque t — to, on
calcule d’abord

lim £ =a. (1.4)

Si a =0, on a une branche parabolique de direction Ozx.
Si a = oo, on a une branche parabolique de direction Oy.
Si a#0 et a# oo, on calcule

lim (y — ax) = b. (1.5)

t—to

Si b # 00, la courbe admet la droite d’équation y = ax + b pour asymptote oblique lorsque t — tg.

Dans 'exemple de la courbe ci-dessus, définie par (1.3), on a

2 —3) (2 —2t 2 —-3)(t—2
tim ¥ — fim & ) ( ) _ i )t-2) _,
t—0x  t—0 3t t—0 3
Donc a = 2 et on calcule ensuite
lim (y — 22) = 1 t2 -3 6 L 3242 -3t i t2—-2t—-3 3
m — zX) = I1Im — = = 11m = —.
i Y o\t t(t—2)) im0 t(t—2) 0 t-2 2

La courbe admet la droite d’équation y = 2x + % pour asymptote oblique lorsque t — 0. On peut alors
la tracer, en placant les points remarquables avec leurs tangentes, ainsi que les asymptotes, qui servent de
guide.

(t=0)

(t=-o0) Figure15

(t=07

Remarque 1.1 On voit apparaitre sur la courbe un point double K, qui correspond & deux valeurs différentes
t et ' du parametre. Il est possible de calculer ses coordonnées (Exercice 1.11).
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1.4 Cycloides

Les cycloides sont des courbes définies par la trajectoire d’un point d’un cercle roulant, soit sur un plan,
soit & ’extérieur ou 'intérieur d’autres cercles, soit sur d’autres figures plus compliquées.

a) "La” cycloide est la trajectoire d’'un point d’un cercle de rayon R qui roule sans glisser sur un plan
horizontal. Soit M ce point & l'instant ¢. On choisit 'origine O du repére de telle sorte qu’au début de la
rotation, le point M soit en O (cercle en pointillés dans la figure 1.6). En notant €2 le centre du cercle & un
instant donné, on choisit comme parameétre ’angle

L — (001, 0H). (1.6)

La condition de roulement sans glissement se traduit par le fait que la longueur de ’arc de cercle M H est
égale a la longueur parcourue sur le sol, c’est-a-dire OH.

X Figure1.6

Puisque I’angle au centre vaut ¢, on a donc, en vertu du théoréme 11.5 de Toutes les mathématiques (page
121) :

Rt = OH = zq. (1.7)
=
Par ailleurs, angle ( i , QM) vaut
(7, QM) = (7 ,QH) + (QH, QM) = 37” —t

En vertu du théoréme des projections (Théoréme 5.7 de Toutes les mathématiques, page 45), il vient

rd

WzR[cos(%—t)T-i—sin(%”—t) ]} :—R{cos(g—t)7+sin(g—t)

rd

— —
j} =—R (sint. 1 —|—cost.j) .
En utilisant la relation de Chasles, on obtient

-

— — — — — — — —
OM =0Q+ QM = (:EQ i +ij> fR(sint. i +cost.j) = R(t —sint) ¢ + R(1 —cost) j .
D’otul les coordonnées de M en fonction de ¢, c’est-a-dire une équation paramétrique de la cycloide :
x = R(t —sint), y = R(1 — cost). (1.8)

La représentation graphique de la cycloide peut s’obtenir a partir de cette représentation, ou plus simplement
en visualisant le mouvement du point M. Pour ¢ = 0, il est en O. Puis, lorsque le cercle a décrit un tour
complet, c’est-a-dire lorsque ¢t = 27, M revient sur ’axe des x. La distance horizontale parcourue est alors
27 R. La portion de courbe décrite lorsque t varie de 0 & 27 s’appelle une arche de cycloide (Figure 1.7).
Elle est symétrique par rapport a la droite verticale x = w R, son sommet ayant pour ordonnée 2R (hauteur
maximale du point M). Aux points de I'axe des = d’abscisses 2kmR (k € Z), la vitesse s’annule, le point M
marque un temps d’arrét et rebrousse chemin. Un tel point est appelé un point de rebroussement. Le calcul
de 2" et y” en ces points montre que la tangente y est verticale (Théoréme 1.1).

A

0 pR 2pR 3pR 4pR

Figure 1.7 : Lacycloide
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b) Une épicycloide est la trajectoire du point d’un cercle (C”) de rayon R’ qui roule sans glisser a l'extérieur
d’un autre cercle (C') de rayon R. Une équation paramétrique s’obtient en choisissant un repére orthonormé

direct (O, 7, 7) centré sur le cercle fixe (C'), le parametre étant

t=(7,09). (1.9)
ou  désigne le centre du cercle mobile (C”). On choisit pour position du point M a ¢t = 0 le point A de
coordonnées (R, 0) . Le cas le plus simple est celui ot R’ = R (Figure 1.8). On parle dans ce cas d’épicycloide
a un point de rebroussement.

Figurel.8

La condition de roulement sans glissement se traduit par 1’égalité des longueurs des arcs de cercle HA (sur
le cercle fixe) et HM (sur le cercle roulant). Comme les rayons des cercles sont égaux, cela signifie que

—
—

= = —
(QH, QM) = (OA,OH) =t.
On en déduit que

= = = —— =, — =
(i, QM) = (1 ,0K)+ (QK,QH) + (QH,QM) = 2t + 7.

On a donc
N
J

— — — —
QM:R[COS(Qt—i—W) i +sin (2t + ) } =-R (cos2t.i +Sin2t.j).

En utilisant la relation de Chasles, il vient

— —_— — — — — — — —
OM = OQ+QM = 2R (cost. i +sint. j )—R (cos2t. i +sin2t. j ) =R [(2cost —cos2t) i + (2sint —sin2t) j ] .
D’ou I’équation paramétrique de ’épicycloide & un rebroussement :

x =R (2cost —cos2t) , y= R(2sint — sin 2t) (1.10)

Cette équation est exactement (1.2). L’épicycloide & un rebroussement n’est autre que la cardioide.

1.5 Abscisse curviligne, base de Frénet et courbure

La notion d’abscisse curviligne généralise la notion d’abscisse sur un axe orienté. Soit une courbe (C)
(Figure 1.9). Choisissons arbitrairement une origine € et un sens positif de déplacement sur (C'). L’abscisse
curviligne s du point M de (C) est définie par

s = +QM. (1.11)
La longueur de 'arc QM est affectée du signe + si on va de 2 & M dans le sens positif, du signe — dans le
— —
cas contraire. Lorsque M se déplace dans le sens positif d’une quantité dM, on a évidemment ds = HdM H .
A
N s
W M
-
© 4 S\ M
! >
: > —> Figure1.9
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Soient maintenant = z(t) et y = y(t) des fonctions 2 fois dérivables, et soit (C) la courbe paramétrée
définie par = z(t) et y = y(t). On pose

— — _
pESUR T e
Codt T a2 dt

Dans Uinterprétation cinématique des courbes paramétrées, ¢ représente le temps, le point M = M (t) est
mobile en fonction de ¢, (C) est sa trajectoire, ¥ sa vitesse et ‘@ son accélération. On considére dans ce qui
suit que t augmente, c’est-a-dire que dt > 0.

On suppose que M = M (t) est un point régulier de (C), c’est-a-dire que v (M) # 0. On définit le vecteur
— —
tangent 7' au point M comme le vecteur normé, colinéaire & ¥ et de méme sens, et le vecteur normal N
—
comme le vecteur normé directement orthogonal a T (Figure 1.10).

- — ng —
N (C) T v Nmaths T T/’
M a
>
(C) Nphysique
o' ” o' ”
Figure1.10 Figurel1.11

Par définition (?, ﬁ) est une base orthonormée directe du plan. Elle s’appelle la base de Frénet'. Il s’agit

d’une base mobile car elle se déplace avec M.
= = = =

— —
Posons = (i ,T). Alors (i ,N) =a+ F et

—

- . = -~
T =cosai +sinayj,

N:cos(oz—i—%)?—ksin(a—l—%)

— s —
J = —slnat? +cosa ).
On remarque immédiatement que
—
— dT
N =—.
da
Le raisonnement qui conduit a cette formule est général :

(1.12)

Théoréme 1.2 La dérivée d’un vecteur normé (unitaire) par rapport a son angle polaire est le vecteur
normé qui lui est directement orthogonal.

Par exemple, en coordonnées polaires on a

& der
T dn

(Formule (10.24), page 107 de Toutes les mathématiques).

De méme, dériver une seconde fois revient a faire encore tourner de +7. Par conséquent

dN de;

— €0 —
@er T T 1.1
dov ¢ 0 € (1.13)

1.5.1 Vitesse et accélération dans la base de Frénet

Par définition de la base de Frénet, on a d’abord (Figure 1.10)

v =vT. (1.14)
Définissons arbitairement une origine sur (C'), et orientons (C) dans le sens du déplacement. Notons s
I’abscisse curviligne. Puisque dt > 0, on a
—_—
aM
dt

_ o

dMH s
dt — dt’

(1.15)

IDans le cas ou (C) est un cercle, la base de Frénet a été également introduite page 110 de Toutes les mathématiques.
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Pour obtenir I'accélération @, on définit le rayon de courbure R en M par

ds
R=—. 1.16
o (1.16)
On a alors
7= A p) g T g 0T da do
Codt dt S dt dt — dt da = ds ~ dt’
En utilisant (1.12), (1.15) et (1.16), on obtient la formule fondamentale
. dv= v o
=—T+ —=N. 1.1
a It + R (1.17)

Cette formule généralise la formule (10.34) de Toutes les mathématiques (page 110) au cas d’une courbe
quelconque. On vérifie (Exercice 1.4) que le rayon de courbure d’un cercle de rayon R est R.

Remarque 1.2 L’inverse v = % du rayon de courbure s’appelle la courbure.

1.5.2 Calcul pratique du rayon de courbure

Le déterminant d’un systéme de deux vecteurs du plan ne dépend pas de la base orthonormée directe choisie
pour exprimer leurs composantes (voir ’exercice 1.14 pour la démonstration de ce résultat). Si on travaille

dans la base de Frénet (?, ﬁ), il vient, grace a (1.14) et (1.17),

dv 3
v v
det (7, @) = | 0 % ‘ _v
0 % R
Il en résulte immédiatement que
3
v
R=———. 1.18
et (7.7 (1.18)

, , . 4 N — - e —
En coordonnées cartésiennes, = et y dépendant du parameétre ¢, et on a donc v = 2'¢ + 3y’ j et @ =

" " = TN 2 T .
2" i +y"” j.Labase (i, j) étant orthonormée directe, (1.18) se traduit par

3 3

(/$12+y/2) x,Q+ 2\ 3
R= =(,,, y,,),. (1.19)

o’ @ z'y’ — 'y

y/ y//

Exemple 1.2 Calculons le rayon de courbure p de la cardioide au point C' de parameétre ¢ = 7 (Figure
1.4). Ici, attention aux notations : R désigne le rayon du cercle roulant, voir Section 1.3. On a

x = R(2cost — cos2t) i y= R(2sint — sin 2t)
x' = 2R(sin 2t — sint) ;¥ = 2R(cost — cos 2t)
z" =2R(2cos2t —cost) ; y’ =2R(2sin2t — sint)
Au point de paramétre t = 7, on a donc 2’ =0, ¢y = —4R, 2" = 6R, " = 0. Donc le rayon de courbure au
point C' vaut
3
~ (16R?)* 8 B
P="are T3

— —
On notera que, en mathématiques, le vecteur normal N est directement orthogonal a T'. En physique, on
—
préfere un vecteur normal N tourné vers l'intérieur de la courbe.
Si la courbe est convexe, comme dans la figure 1.10, c’est le cas et le rayon de courbure mathématique est
positif.
N
Si la courbe est concave, comme dans la figure 1.11, N est tourné vers lextérieur de la courbe et le rayon
— —

de courbure mathématique est négatif. En physique, on remplace alors N par 77 = —N et prend la valeur
absolue du rayon de courbure pour avoir un rayon positif. En physique la formule (1.17) devient donc

- dv= f v

=YT g R=— "
CEGTTRT T G (T )]

w

(1.20)
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1.6 Longueurs et surfaces

a) Soit un arc de courbe AB (Figure 1.12). On considére un point M qui se déplace le long de la courbe de
——
A a B, par déplacements infinitésimaux dM.

> Figure1.12

Chacun de ces déplacements a une longueur égale & HW ’ , et la longueur totale L de 'arc AAB est évidem-

ment la somme de ces longueurs infinitésimales. Donc :

L= /AB HdTiH (1.21)

Si on travaille en coordonnées cartésiennes, on a

- — —

dM =dx 1 +dyj. (1.22)
Il en résulte immédiatement que

B
Lz/ Vdz? + dy?. (1.23)
A

Exemple 1.3 Calculer la longueur de ’arche de cycloide (Section 1.4), définie par la représentation para-
métrique
x=R(t—sint) ; y=R(1l—cost).

Le déplacement du point M est di a la variation du parametre ¢, qui pour une arche de cycloide varie entre
0 et 2m. Lorsque t varie de dt, x varie de dzx et y varie de dy, et on a

dx , dy ’
- = R(1-— =7
7 = (t) = R(1 —cost), =Y

On en déduit que dz = R (1 — cost)dt et dy = Rsintdt. Puisque t croit en variant de 0 & 27, on a dt > 0,

donc
HWH =/dz? + dy? = R\/(l — cost)? + sin® tdt.

En développant et en utilisant la formule cos 20 = 1 — 2sin? 6, il vient

_ ot
HdMH — R\/2(1 — cos)dt = 2Ry [sin® St = 2R

(t) = Rsint.

t
in —| dt.
st‘

t t
Puisque t varie entre 0 et 27, = varie entre 0 et 7 et sin 3 > 0. On peut donc supprimer la valeur absolue,
et la longueur de 'arche de cycloide vaut

t=2m 27 t ¢ 27
L:/ dMH :QR/ sin—dt = AR [cos ] — 3R,
t=0 0 2 2 0

Ce résultat peut s’interpréter de la fagon suivante : lorsqu’un cercle de rayon R roule sans glisser sur un
plan, la longueur totale parcourue par un point de ce cercle lors d’un tour complet vaut 8 fois le rayon du
cercle.

b) Soit maintenant une courbe fermée (C), sans point double (Figure 1.13). Nous faisons se déplacer le point
M de A & B le long de la partie inférieure (Cy) de (C), puis de B vers A le long de la partie supérieure
(C3) de (C). La surface sous la courbe (Cy) vaut

S1 = / ydz.
(C1)
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La surface sous (C3) vaut

Sy = —/ ydx.
(C2)

Le signe — provient du fait que dans ce cas dx < 0. La surface intérieure a la courbe (C') vaut donc

5252—51:—</ ydx—i—/ ydx).
(Ch) (C2)

On notera que, lorsque le point M parcourt (C4) puis (Cs), il parcourt toute la courbe fermée (C) dans le
sens trigonométrique. On a donc
S = —]{g ydzx. (1.24)
()

—

Le cercle placé sur l'intégrale indique que la courbe orientée (C') est fermée. La surface S est donnée par
une intégrale curviligne?.

(&)

> Figure1.13

Exemple 1.4 Trouver la surface intérieure a la cardioide, d’équation paramétrique (1.2). Pour parcourir
toute la courbe, on fait varier ¢ de 0 a 27. En vertu de (1.24) et (1.2), on a donc

t=2m
S = —}1{% ydx = 2R2/ (2sint — sin 2t) (sin ¢ — sin 2¢) dt.
(Cc) t=0
En développant, il vient
2 2w 1
s = 2R2/ (2sin®t — 3sintsin 2t + sin® 2t) dt = 2R2/ (1 — cost — 6sin® tcost + 51— cos4t)> dt
0 0
1 1 2
= 2R? [t —sint — 2sin® ¢ + 3 (t - 4sin4t>} =67 R%.
0

Remarque 1.3 Si la courbe (C') est parcourue dans le sens contraire du sens trigonométrique, il est clair que
l'intégrale de la formule (1.24) donne I'opposé de la surface S, ¢’est-a-dire un nombre négatif. On rencontre
ce résultat en thermodynamique, lorsqu’on utilise un diagramme de Clapeyron.

Exercices

Les basiques

Exercice 1.1 (A,E) Les courbes de Lissajous sont les courbes définies par des équations paramétriques de
la forme
x = Aj cos(wit + ¢1), y = Az cos(wat + ©s).

Soit la courbe de Lissajous d’équation paramétrique

x = sin 2¢, Yy = 2sint.

2Pour plus de détails sur les intégrales courvilignes, voir le supplément Calcul différentiel et intégral pour la physique,
Section 1.5. La formule (1.24) ci-dessus est un cas particulier de la formule de Green-Riemann, Section 2.5, Remarque 2.2 du
supplément Calcul différentiel et intégral pour la physique.
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1) Réduire l'intervalle d’étude en étudiant la périodicité et les effets des transformations ¢ «— t+m et ¢ «— —t.
2) Etudier les variations simultanées de x et y sur [0, g] .

3) Tracer la courbe. On donne v/2 ~ 1, 4.

4) Eliminer ¢ pour trouver son équation cartésienne, c’est-a-dire une relation directe entre x et y.

5) Trouver la surface S intérieure a la courbe.

Exercice 1.2 (A,B) Soit (C) définie par

3 2
$:1+t2’ y:1+t2'

1) Montrer que (C) est symétrique par rapport a (Oy) en calculant z(—t) et y(—t).

2) Etudier les variations simultanées de z et y sur [0, +o0].

3) Déterminer la tangente & (C) au point de paramétre ¢ = 0. Comment nomme-t-on un tel point ?
4) Tracer la courbe (C).

5) Montrer que I’équation cartésienne de (C) est yz? + y3 — 22 = 0.

Exercice 1.3 (A) On considére la courbe de Lissajous d’équation
x =2 (cost+sint), y = 3(cos 2t — sin 2t).

1) Ecrire x et y sous la forme A cos (wt + ¢).
2) Etudier Deffet des transformations ¢t «— ¢ + 2w et t «— t + 7.
3) Etudier les variations simultanées de x et y lorsque ¢ varie de 0 & 7 (utiliser la calculatrice pour les valeurs
numeériques qui apparaissent dans le tableau de variations).
4) Trouver le point d’intersection avec 1’axe des y.

5) Construire la courbe dans un repére orthonormé.

6) Déterminer son équation cartésienne.

Exercice 1.4 (C) Montrer que le rayon de courbure en un point quelconque d’un cercle de rayon R vaut
R.

Exercice 1.5 (C) Trouver le rayon de courbure au point d’abscisse x = 0 de la parabole d’équation y = z2.

Exercice 1.6 (C) Trouver le rayon de courbure au point d’abscisse z = 0 de la chainette d’équation
y =chua.

Exercice 1.7 (D) Un mobile se déplace suivant la loi horaire z = sin2t, y = 2sint. Sa trajectoire a été
étudiée dans l'exercice 1.1. o

1) Calculer a U'instant ¢ les composantes des vecteurs T et N de sa base de Frénet.

2) Exprimer & I'instant ¢ son accélération @ dans la base de Frénet.

Exercice 1.8 (E) Calculer la longueur totale de la cardioide, d’équation paramétrique (1.2).

Exercice 1.9 (E) Calculer la longueur de I’arc de chainette y = chx entre les points d’abscisses —b et b
(b>0).

Exercice 1.10 (E) Soit a € R*. Vérifier que
1 1
V14 o2z2dr = 7\ 1+a222+ ~1n (am—i— 1+oz2a:2> .
o

2 compris entre Porigine O et le point A d’abscisse 1.

En déduire la longueur de 'arc de parabole y = ax
Les techniques
Exercice 1.11 Trouver les coordonnées du point double K de la courbe étudiée dans la section 1.3.
Exercice 1.12 (Folium de Descartes) Soit la courbe (C) définie par

3t 3t

=1 V=1 (1.25)

1) Comparer z (1) et y (}) a 2 (¢) et y (¢) . En déduire que (C) admet un axe de symétrie, que 'on précisera.
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2) Etudier les variations simultanées de = et y lorsque ¢ varie entre —1 et 1.
3) Trouver I'asymptote oblique & la courbe (C).

4) Construire la courbe (C) dans un repére orthonormé.

5) Déterminer 1’équation cartésienne de (C ).

Exercice 1.13 Un cercle de rayon g roule sans glisser a 'extérieur d’un cercle de rayon R.
1) Démontrer que ’équation paramétrique de la trajectoire d’un point M de ce cercle peut s’écrire

R R
T = 5(3cost—COS3t), Y= 5(3sint—sin3t). (1.26)

2) Construire la courbe d’équation paramétrique (1.26), qui s’appelle épicycloide  deux points de rebrous-
sement (ou néphroide).

3) Calculer la longueur totale de la néphroide.

4) Calculer la surface intérieure a la néphroide.

Exercice 1.14 Soient @ et ¥ deux vecteurs du plan.
Démontrer que det(w, v') ne dépend pas de la base orthonormée directe choisie pour le calculer.

Exercice 1.15 Soit la courbe (C) définie par 'équation paramétrique

t ! t !
r=t+ . y=t+ PR
1) Déterminer les ensembles de définition de = et y.
2) Etudier les variations simultanées de x et y.
3) Déterminer 1’équation de Pasymptote oblique & la courbe (C).
4) Construire la courbe (C) dans un repére orthonormé.



Chapitre 2

Coniques

Les coniques (ellipse, parabole et hyperbole) sont les courbes du plan les plus simples aprés les droites et
les cercles. On les rencontre dans de nombreux problémes, notamment dans 1’étude des mouvements & force
centrale. Apres avoir étudié ce chapitre, vous devez :

A. Connaitre les principaux éléments qui définissent une ellipse (axes, excentricité, foyers, propriété bifocale,
parametre) et savoir tracer une ellipse donnée par son équation cartésienne.

B. Connaitre les principaux éléments qui définissent une hyperbole (axes, excentricité, foyers, propriété
bifocale, parameétre) et savoir tracer une ellipse donnée par son équation cartésienne.

C. Connaitre ’équation polaire des coniques.

2.1 Ellipse

2.1.1 Définition de lellipse

Soient @ et b deux nombres réels, avec 0 < b < a. Une ellipse (E) est 'image du cercle (C) de centre O de
rayon a par aplatissement (le terme mathématique exact est affinité) vers Oz de rapport 2 Cela signifie
que, pour chaque point N(X,Y) du cercle, on obtient un point M (z,y) de lellipse en posant z = X et
y = LY. La figure 2.1 montre P’ellipse obtenue par aplatissement vers Oz de rapport %, c’est-a-dire lorsque
b = 5a. Pour l'ellipse de la figure 2.2, I'aplatissement est de %

Figure2.1 Figure2.2

—
Si nous notons t Pangle entre I'axe des x et le vecteur ON (Figure 2.1), le théoréme des projections’ nous
dit que X = acostet Y =asint. Puisque z = X et y = SX par Paffinité d’axe Oz, on voit que

x =acost, y=bsint. (2.1)
Il s’agit de I’équation paramétrique de Dellipse (E). Lorsque le parameétre ¢ varie (ici le paramétre est un
angle), le point N se déplace sur le cercle (C), et le point M se déplace sur lellipse (E). Voir @nimation sur

notre site Internet. En éliminant le paramétre ¢ par la relation cos?t + sin?¢ = 1, on obtient une relation
directe entre x et y, c’est-a-dire 1'équation cartésienne de (E) :

r Y _q (2.2)

LThéoreme 5.1, page 41 de Toutes les mathématiques.
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L’axe Oz s’appelle le grand aze de Vellipse. Il correspond a la plus grande longueur 2a. L’autre axe de
symétrie, 'axe Oy, s’appelle le petit aze. Il correspond & la plus petite valeur 2b. Le point O est le centre
de T'ellipse. On remarque que, si a = b, I'ellipse est un cercle.

Remarque 2.1 Par souci de simplification de I'exposé, on introduit Pellipse centrée en O. Bien entendu,
comme le cercle, 'ellipse n’est pas nécessairement centrée en O. Par exemple, par analogie avec I’équation
cartésienne d’un cercle, on voit que I’équation cartésienne

CEL L

est celle d’une ellipse de centre Q(1,5), avec a = 3 et b = 2. De méme, il se peut tout a fait que Uellipse ait

son grand axe vertical. Par exemple, I’équation cartésienne
2 2
x
@2 v
9 16

est celle d’une ellipse de centre O, mais on note toujours a le plus grand des nombres figurant sous x et y.
Donc ici @ = 4 et b = 3. Le plus grand étant placé sous y, les roles de x et y sont inversés : il s’agit donc
d’une ellipse de grand axe vertical de centre O.

Remarque 2.2 La surface S intérieure a Dellipse d’équation (2.2) vaut
S = mab. (2.3)

Voir lexercice 2.13 pour la démonstration de (2.3). Si a = b = R, ellipse est un cercle, et on retrouve la
formule pour la surface du cercle S = mR2.

2.1.2 Foyers et excentricité

Les foyers de Dellipse (F) sont les points F(c,0) et F'(—c,0), ou

c=+/a% — b2, ou encore a® =b*+ ¢ (2.4)

Cette définition se retient grace a la figure 2.2. Les foyers F et F’ sont situés sur le grand axe Oz, symétriques
par rapport au centre O de Dellipse. La relation a? = b? 4 ¢? n’est autre que le théoréme de Pythagore :
pour obtenir le foyer F, on reporte a l’aide du compas la longueur a a partir du sommet du petit axe.

L’excentricité de Vellipse est définie par

e=—_. (2.5)

Si e = 0, alors Dellipse est un cercle, car e = 0 = ¢ = 0 = a = b en vertu de (2.4). De plus, (2.4) montre
que ¢ < a, et par conséquent e < 1. Donc 'excentricité de ’ellipse vérifie

0<c<l. (2.6)

Lorsque e augmente de 0 a 1, ¢ augmente également de 0 & a. Les foyers ont donc tendance a s’éloigner du
centre (d’ou le terme d’excentricité) et Pellipse a s’aplatir. Voir @nimation sur notre site Internet.

2.1.3 Propriété bifocale et parameétre

La propriété bifocale exprime que la somme des distances de tout point M de l'ellipse aux foyers est une
constante, égale a 2a (voir Figure 2.2). En d’autre termes, pour tout point M de (E),

FM + F'M = 2a. (2.7)

La démonstration de la propriété bifocale est un exercice intéressant de géométrie analytique (voir Exercice
2.10). La propriété bifocale permet également de tracer ellipse grace a une ficelle tendue autour de deux
piquets fixes qui sont placés a ses foyers. On parle alors de I'ovale des jardiniers. Voir ’@nimation sur notre
site Internet.
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Le paramétre de l’ellipse (a ne pas confondre avec le parameétre ¢ qui sert & définir la représentation para-
métrique) est la distance p entre un des foyers et le point de ellipse obtenu quand on remonte perpendi-
culairement au grand axe (Figure 15.2). A partir de la propriété bifocale (2.7), on démontre (voir Exercice
2.11) que

=", (2.8)

2.2 Ellipse et parabole en coordonnées polaires

— —
Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O, i, 7). On appelle conigue toute courbe (C) d’équation
polaire

p
r=-—. 2.9

1—ecosf (2:9)
ou p > 0 et e > 0. Une telle équation se rencontre notamment dans I’étude des mouvements a force centrale.
Si e =0, alors r = p est une constante, donc (C) est le cercle de centre O et de rayon p.

Théoréme 2.1 Soient p >0 et 0 < e <1 donnés. Alors l’équation polaire

p

"= 1—ecosb

est celle d’une ellipse dont un des foyers est O, de grand axe Ox, d’excentricité e et de paramétre p.

Démonstration Déterminons I’équation cartésienne de (C) & partir de la figure 2.3.

M
y " A/ ,
g AN
) > (e} W
o) X
Figure2.3 Figure2.4
On peut écrire
r= L@r—ercos@:p.
1—ecost

Puisque = = 7 cos#, il vient r = p + ex. En élevant au carré, on obtient 72 = p? + 2epzx + €222, c’est-a-dire
22 4+ y? = p? + 2ex + €222, D’otl 'équation cartésienne de (C) :

2ep y? p?
1— )2 — 9 2 _ 2 2 _ _ .
(L= =2eprty” =p o’ =Gt = 5 =13

On procede alors comme pour les équations de cercles (Exemple 7.4, page 72 de Toutes les mathématiques),
en faisant apparaitre des débuts de développements de carrés. L’équation cartésienne de (C) s’écrit

2
e - e2p? . 2 _ P2
1—e2 (1—€2)2  1—¢e2 1-¢2’

2
R R G
1—e? l—e?  (1-¢2)*

Finalement, I’équation cartésienne de (C) est

c’est-a-dire encore




2.3. HYPERBOLE 17

On voit donc que (C) est une ellipse de centre 2 (%, O) , avec

ep p p
Q| ——,0 = — b= ——. 2.10
<162’ >’ Tl V1—e? (2.10)

On en déduit immédiatement que

ep
c= a27b2:1_62. (2.11)

Ceci prouve bien que (C) est une ellipse de grand axe Oz, de foyer O (Figure 2.4). L’excentricité est £ = e,
et le parameétre est p (prendre 6§ = 7 dans I’équation polaire).

Dans le cas ol e = 1, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.2 L’équation polaire
p
r=
1—cosf
est celle d’une parabole d’axe Ox. Le point O s’appelle le foyer de la parabole, et le nombre p son paramétre.

Démonstration Comme dans le cas ol e < 1, on peut écrire

T:L@T—TCOSGZP@TZP-FI’.
1 —cosf

En élevant au carré, il vient 22 + y? = p? + 2px + 22, c’est-a-dire
Lo 9
T=— — .
% (y p )

Par conséquent z est une fonction du second degré de y. La conique (C') est donc une parabole (Section 7.4
de Toutes les mathématiques) d’axe Ox. Son sommet A s’obtient en faisant y = 0, il a donc pour abscisse
—4p (Figure 2.5).

Remarque 2.3 L’équation générale en polaires d’une conique de foyer O est en fait

_ p
"T1C ecos(f — ) (2.12)

En effet, remplacer 6 par 8 — 0y revient simplement & prendre la droite d’angle polaire #y comme nouvelle
origine des angles (voir par exemple la figure 2.6 pour le cas d’une ellipse).

C P . / \ b :
A

Figure2.5 Figure2.6

Remarque 2.4 Dans le cas ol e > 1, la conique est une hyperbole, comme nous allons le voir dans la
section suivante.

2.3 Hyperbole

2.3.1 Deéfinition de ’hyperbole

Soient a et b deux nombres réels positifs?. Nous définissons 1’hyperbole (H) de paramétres a et b par son
équation cartésienne réduite :

roY o (2.13)

20n ne suppose pas ici que b < a.
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On notera I’analogie de cette équation avec celle de Iellipse
2 2
S Y
a b2
Comme V'ellipse, 'hyperbole (H) admet Ox et Oy comme axes de symétrie, et O comme centre de symétrie.
A Daide de la relation ch®t—sh?t = 1 (Théoréme 12.7 de Toutes les mathématiques, page 135), on voit que,

pour x > 0, Uhyperbole (H) d’équation cartésienne (2.13) admet la représentation paramétrique :

x =acht, y = bsht (2.14)
On notera que la représentation paramétrique ne permet de décrire que les points de 'hyperbole d’abscisse
positive, car cht > 0 pour tout ¢ réel.

La représentation paramétrique va nous donner l'allure de ’hyperbole. On fait varier ¢ entre 0 et 4oco, car
le changement ¢ < —t correspond & la symétrie par rapport & Ox. On a ' = asht et y = bcht. D’ou les
variations simultanées de = et y :

t| 0 + 00
X0 +
+ 00
X /
a
y +
/+OO
y 0

Au point de parameétre ¢ = 0, on a une tangente verticale. Lorsque ¢ — +00, on a une branche infinie. Pour

déterminer sa nature, on calcule d’abord
b(e? —1 b
lim 2= lim Ztht= lim 7) = —.
t—too X  t—tooq t—ofooa(e2+1) a

On calcule ensuite

lim (y——bx> = lim [b(sht—cht)]= lim (—be ") =0.

t——+o00 a t—-+o0 t—+oco
Donc la droite d’équation
b
y=-x
a
est asymptote oblique & I'hyperbole. En utilisant les symétries par rapport & Ox et Oy, on obtient sa
représentation graphique (Figure 2.7).

Remarque 2.5 Par analogie avec le cas du cercle et de I’ellipse, on voit que la forme générale de I’équation
cartésienne d’une hyperbole dont les axes sont paralléles aux axes de coordonnées est

(z — 589)2 (y — y9)2
a? B b2
Cette hyperbole est centrée en Q (zq, yq) . Si le second membre vaut —1, les roles de x et y sont inversés et
I’hyperbole se présente comme dans la figure 2.8.

= +1. (2.15)

Figure2.7 y=—7X Figure2.8
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2.3.2 Foyers et excentricité

Revenons a 1’équation réduite (2.13). On définit la demi distance focale ¢ de ’hyperbole par

c=+Va?+ b2

et les foyers F et F' comme les points de coordonnées (c,0) et (—c,0). On retiendra que (2.16) s’écrit
aussi ¢ = a? + b2, ce qui revient au théoréme de Pythagore. Comme le coefficient directeur de I’asymptote
oblique est %, les longueurs a et b peuvent s’interpréter comme indiqué sur la figure 2.9. Pour obtenir
géométriquement les foyers de ’hyperbole, on reportera au compas la longueur ¢ a partir du centre O.

(2.16)

Axe non focal
A
ANZalA ,
r 0O = = > Axefoca
Figure2.9

Comme pour lellipse, 1’excentricité e de ’hyperbole est définie par

€= —.

. (2.17)

Puisque ¢ = va? + b% > a, dans le cas de I'hyperbole on a e > 1.

2.3.3 Propriétés bifocale et paramétre

La propriété bifocale de ’hyperbole exprime que la différence des distances d’un point M aux foyers F' et
F’ est une constante. Plus précisément, pour tout point M de hyperbole (H), on a

\FM — F'M| = 2a (2.18)

Cette relation est & comparer a la propriété bifocale de Dellipse (2.7). Voir 'exercice 2.12 pour la démons-
tration.

Le parameétre p de 'hyperbole (& ne pas confondre avec le paramétre ¢ qui sert & définir la représentation
paramétrique) est la distance entre un des foyers et le point de I’hyperbole obtenu quand on remonte
perpendiculairement & l'axe focal, c’est-a-dire 'axe qui porte les foyers (voir Figure 2.9). Comme pour
Iellipse, on démontre que

b2

p=—.

a

Le tableau ci-dessous résume les propriétés comparées de ’ellipse et de I’hyperbole.

(2.19)

Ellipse Hyperbole
. , . 1'2 y2 1.2 y2

Equation réduite = + =i 1 S E= 1
Représentation graphique Figure 2.2 Figure 2.9
Foyers c=+a? — b2 c=+a2 + b2
Excentricité e= S e= ¢

a a
Propriété bifocale FM+FM=2a | |FM—F'M|=2a

b? b2
Parameétre p=— p=—

a a
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2.3.4 Hyperbole en coordonnées polaires
Le théoréme suivant compléte la description des coniques définies par leur équation polaire (Section 2.2).
Théoréme 2.3 La conique (C) d’équation polaire

P — (2.20)

T 1—eccosh’

ot p > 0 et e > 1, est une hyperbole dont un des foyers est O, d’axe focal Oz, d’excentricité e et de
parametre p.

Démonstration Voir exercice 2.14.

2.4 Tangente en un point d’une ellipse ou d’une hyperbole

Théoréme 2.4 La tangente (T) en un point M de Uellipse est la bissectrice extérieure de l’angle F'MF
(Figure 2.10).

Démonstration Dans la propriété bifocale (2.7), le premier membre est une fonction de ¢ (parameétre du
point M), tandis que le second membre est une constante. En dérivant par rapport a ¢, on a donc

3 737]) 5 ) = g (V) o (Vo

1 d (= 1 d (== ’ o’
—— (FM?) + ——— (F'M? = ~
()4 ey (FOR) o (/) =5

. — — — —
Or on sait® que pour tous vecteurs @ et v, on a (4. 7) =

o
Il

1 1 —— dF'M FM dM  F'M dM
0= ———r <2FM. y ) 1 <2F’M. ) - @
2 FM2 t 24 /F/M2

car les points F et F’ sont fixes et par conséquent

dm_dF_O)erO—J\)/[_ +dO—M M
dt  dt at dt dt

Introduisons maintenant les vecteurs normés

ol

F'M FM

— —

U=+—= et V=-ro0F.
|73] |7

Alors (2.21) s’écrit
M — d]\—j —
—U =—V.
dt dt

Par définition du produit scalaire, il vient cos « = cos 3 (Figure 2.10).

Figure2.10

Donc (T') est la bissectrice’ de I'angle (ﬁ, 1_/), c’est-a-dire la bissectrice extérieure de I’angle F'MF.

3Remarque 10.4, page 108 de Toutes les mathématiques
— —
4Rappelons ici que dM/dt est un vecteur directeur de (7).
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Théoréme 2.5 La tangente (T') en un point M de Uhyperbole est la bissectrice intérieure de l’angle FMF
(Figure 2.11).

(T)

Figure2.11

Démonstration : Elle est analogue a celle du théoréme 2.4.

2.5 Sections coniques

Considérons un cone de révolution (I') (Figures 2.12, 2.13, 2.14). Ce cone s’obtient a partir d’une droite
(D), appelée génératrice du cone, qui tourne autour du sommet Q de (T') en formant un angle constant «
avec ’axe du cone.

Figure2.12 Figure2.13 Figure2.14

Le but de ce qui suit est de montrer que l'intersection (C') d’un cone de révolution (I') et d’un plan (P) ne
passant pas par le sommet du cone est une ellipse, une parabole ou une hyperbole, d’ot le terme de conique.
La nature de la conique (C') dépend de langle de coupe 8 que fait le plan (P) avec le plan horizontal :

- Si B > «, alors (C) est une ellipse (Figure 2.12). En particulier, si 8 = §, c’est un cercle.
- Si 8 = a, ce qui signifie que (P) est paralléle a une génératrice du cone, (C') est une parabole (Figure 2.13).
- Si B < a, alors la section est une hyperbole (Figure 2.14).

Considérons donc un plan (P) qui coupe un cone de révolution (T'). On suppose que (P) ne passe pas par le
sommet Q de (I") . Soit (C') la section de (I') par (P). Soit ¥ la sphére intérieure tangente a (I') et tangente
a (P) en F' (Figure 2.15). L’ensemble des points de contact de 3 et (I') est un cercle horizontal, qui définit
un plan (P’), lui aussi horizontal. Soit M un point de (C). La génératrice (2M) coupe le cercle précédent
en K. On note D la droite d’intersection de (P) et (P '), et L et H les projections orthogonales respectives
de M sur (P') et D.

Nous allons établir une relation treés simple entre M F' et M H. D’abord, si on travaille dans le plan (FMK)
(Figure 2.16), on voit que les droites (M K) et (M F) sont tangentes au cercle (X') intersection de (X) et de
(FMK) . Donc

MF = MK, (2.22)

Ensuite, dans le plan vertical (M LK), l'angle « entre la verticale et la génératrice (M K) est constant,
puisque (I') est un cone de révolution. Donc (voir Figure 2.17)

ML =MK.cosa = MF.cosa. (2.23)
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Enfin, dans le plan vertical (MLH), on a ML = MH.cos 3, ou (8 est angle entre le plan (P) et la verticale
(Figure 2.18).

D

v Figure2.15
W

L K
K
(S)
M
a
F
Figure2.16 : dansleplan (FMK) Figure2.17 : dansleplan (MLK)
M
M
H
L H N
r
b 9 l [
F |
M N
; . ; . )
Figure2.18 : dansleplan (MLH) Figure2.19: dansleplan (P)
En reportant dans (2.23), il vient donc
cos
MF = b MH (2.24)
cos
Interprétons maintenant cette relation dans le plan (P). Posons
cos
e= B. (2.25)
cos

Alors la relation (2.24) exprime que la section (C) est 'ensemble des points M du plan (P) tels que le
rapport des distances au point fixe F et a la droite (D) soit constant et égal & e (Figure 2.19). Soit I la
projection orthogonale de F' sur (D). Posons p = eF'I. La relation (2.24) s’écrit M F = eM H et se traduit
par

r=elN =¢(FI—FN)=p—ercosé.

Il en résulte que (C) a pour équation polaire, relativement au point F,

p

= 2.26
" 1+ ecosf ( )

Ainsi la section du cone de révolution (I') par un plan (P) ne passant pas par son sommet est une conique,
c’est-a-dire une ellipse, une parabole ou une hyperbole.

cos 3
cos a

-Sie=

< 1, c’est-a~dire si 8 > «, la (section) conique est une ellipse.
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cos 3
COs &

cos 3
cos a

-Sie= =1, c'est-a-dire si 8 = «, la (section) conique est une parabole.

-Sie= > 1, c’est-a~dire si 8 < «, alors la (section) conique est une hyperbole.
Notons que nous avons démontré, au passage, le théoréme suivant :

Théoréme 2.6 Soit ' un point du plan, et (D) une droite ne passant pas par F. Soit e € RY . L’ensemble
des points M du plan qui vérifient
MF =eMH (2.27)

ot H désigne la projection orthogonale de M sur (D), est une conique (C) de foyer F et d’excentricité e.

La droite (D) s’appelle la directrice de la conique (C).

2.6 Tangente en un point de la parabole

Lorsque 8 diminue (Figure 2.12) et tend vers «, le deuxiéme foyer de l'ellipse a tendance a s’éloigner pour
atteindre I'infini lorsque e devient égal & 1, c’est-a-dire lorsque l’ellipse devient la parabole.

On peut donc considérer qu’une parabole est une ellipse dont le deuxiéme foyer est rejeté o l'infini.

Ainsi la tangente (T') au point M de la parabole est-elle la bissectrice extérieure de 1’angle FMoo (Figure
2.20). 11 en résulte que la normale (N) a la courbe au point M est la bissectrice intérieure de 'angle F'Moo.

Figure2.20

Cette propriété a de nombreuses applications pratiques. Par exemple, dans I’antenne parabolique, les ondes
électromagnétiques qui arrivent paralléles a I'axe se réfléchissent de telle sorte qu’elles passent toutes par le
foyer F.

Exercices

Les basiques
Exercice 2.1 (A) Construire les deux ellipses d’équations
2 2

2
x 2 T Y
— =1 et —+4+-=—=1

7Y 179

Dans chaque cas, on fera figurer les sommets et les foyers, et on calculera I’excentricité e et le paramétre p.

Exercice 2.2 (A) 1) En procédant comme pour les équations de cercles, montrer que I’équation
2 +4r 44y =0

est celle d’une ellipse, dont on déterminera le centre, les sommets, les foyers et I'excentricité.

2) Méme question avec ’équation cartésienne 922 + y? — 2y = 8.

Exercice 2.3 (A) Trouver I’équation cartésienne de ’ensemble (I') des points du plan complexe dont I’affixe
z = x + 1y vérifie
1022+ 3 (2* + 2%) = 4.

En déduire que (I') est une ellipse que 'on construira, aprés avoir calculé ses foyers, son excentricité et son
parametre.
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Exercice 2.4 (A) On donne deux points distincts du plan, F' et F’. Construire a la régle et au compas les

sommets de Dellipse de foyers I et F’, d’excentricité e = % Tracer cette ellipse.

Exercice 2.5 (B) Construire les hyperboles d’équations

2 2 2
x 9 x* oy
o1 oo oY g
x Y ¢y T

Dans chaque cas, on fera figurer les sommets et les foyers, et on calculera I’excentricité e et le paramétre p.

Exercice 2.6 (B) On donne deux points distincts du plan, F' et F’ Construire a la régle et au compas les
sommets et les asymptotes de ’hyperbole de foyers F et F’, d’excentricité e = 2. Tracer cette hyperbole.

Exercice 2.7 (C) Soit (C) d’équation polaire
3

1-— 50089

r =

1) Quelle est la nature de (C) ? Donner son excentricité et son parameétre.
2) Calculer a, b, c.
3) Déterminer les sommets A et A’ du grand axe de Dellipse, qui correspondent & § =0 et 6 = .
4) Construire (C).
5) Donner ’équation cartésienne de (C).

Exercice 2.8 (C) Soit (P) d’équation polaire

p
r=— >0).
1—sinf (p )
1) Quelle est la nature de (P)? Donner son excentricité et son paramétre.
2) Déterminer I’équation cartésienne de (P).
3) En prenant p = %, déduire de ce qui précéde la position du foyer de la parabole y = 2.

Exercice 2.9 (C) On considére la courbe (T') d’équation polaire

5

1-— 50089

r =

1) Quelle est la nature de (I') ? Donner son excentricité et son parameétre.
2) Calculer a, b, c.
3) Déterminer les sommets A et A’ de ’hyperbole, qui correspondent 4 § =0 et § = 7.
4) Construire (T").
5) Donner ’équation cartésienne de (T').

Les techniques

Exercice 2.10 (Propriété bifocale de Dellipse). Soit I'ellipse d’équation cartésienne

Soit M (z,y) un point de ellipse. On sait que = acost et y = bsint (Formule 2.1).
1) Calculer en fonction de a, ¢ et ¢ la distance du foyer F' au point M.

2) Calculer de méme F'M, ot F’ est le deuxiéme foyer de Dellipse.

3) En déduire que FM + F'M = 2a.

Exercice 2.11 (Paramétre de ellipse). Soit Vellipse d’équation cartésienne

(EQ y2

On note p son paramétre. En utilisant la propriété bifocale (Exercice 2.10), démontrer que

p=—.
a
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Exercice 2.12 Démontrer la propriété bifocale de '’hyperbole (Formule (2.18)).

Exercice 2.13 Calculer la surface intérieure & 'ellipse d’équation cartésienne

Exercice 2.14 Démontrer le théoréme 2.3.
cos 6
cos20°

Exercice 2.15 Soit la courbe (I') définie par I’équation polaire r =

1) Montrer que I’équation cartésienne de (') est 22 — y? — x = 0.
2) En déduire que (I') est une hyperbole dont on déterminera le centre, les foyers, l'excentricité et le
parametre.

Exercice 2.16 Soit k un parameétre vérifiant 0 < k£ < 1.
On considere 'ellipse (E}) d’équation cartésienne

2
2% + % =1.
1) Dessiner sommairement (Ej) et en donner une équation paramétrique.
2) Soit xp € ]0,1[. Déterminer un vecteur directeur de la tangente (1) & la courbe au point My d’abscisse
xg = costy et d’ordonnée yo > 0. En déduire I’équation cartésienne de (7).
3) Montrer que (T') coupe 'axe Oz en un point Ay indépendant de k, dont on calculera Pabscisse.
4) En déduire une construction de la tangente a (Ey) en My.

Exercice 2.17 Soit (E) I’équation cartésienne

£E2

2
—1
1Y

et u un parametre réel. On considére la droite (D,) d’équation cartésienne y = —z + w.
1) Démontrer que les abscisses des points d’intersection de (D) et de (E) vérifient 1'équation

52% — 8ux + 4(u* — 1) = 0.

2) A quelle condition sur u la droite (D,,) coupe-t-elle l'ellipse (F)?

3) Pour quelle valeurs de u la droite (D,,) est-elle tangente a (E)?

4) Dans cette question, on suppose que (D,,) coupe Dellipse (F) en deux points distincts A,, et By,.

a) Calculer les coordonnées de A, et B, en fonction de u.

b) Calculer en fonction de u les coordonnées du milieu I,, du segment A, B,,.

c¢) Démontrer que, lorsque u varie, le point I,, se déplace sur une droite (A) dont on déterminera 1’équation
cartésienne.

d) Le point I, parcourt-il toute la droite (A)?

Les exotiques et les olympiques

Exercice 2.18 On considére une ellipse £ de demi grand axe a et de demi petit axe b, avec b < a. On
tourne cette ellipse d'un quart de tour autour de son centre, et on suppose que I’on peut inscrire deux carrés
comme indiqué sur la figure ci-dessous. Calculer le rapport g.

A

\4

Figure2.21

Exercice 2.19 Soit un triangle ABC avec 0 < A< 5,0< B< 5,0< C <

[NIE
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Déterminer le point de Fermat de ce triangle, c’est-a-dire le point F' du plan tel que la somme de ses distances
aux trois points A, B, C soit minimale.

Exercice 2.20 Soient a et b deux réels vérifiant 0 < a < b. On considére les ellipses d’équations

Calculer la surface intérieure commune & ces deux ellipses.

Exercice 2.21 Soit r la rotation de centre O d’angle 7.

1) Déterminer Pexpression complexe de r , puis son expression analytique.

2) Soit M (x,y) un point du plan, et soit M’ (2’,y') 'image de M par r. Déterminer x et y en fonction de
x' et y/, c’est-a-dire 'expression analytique de r~1.

3) Soit (I") I'ensemble des points M (z,y) du plan qui vérifient

72? — 6V/3zy + 13y> = 16.

Déterminer I'image (I') de (') par r, puis construire (I'') et (I") dans le méme repeére.



Chapitre 3

Courbes définies en coordonnées
polaires

Les courbes définies en coordonnées polaires jouent un roéle important dans les applications, dés lors qu'un
phénomeéne est relatif & un point central, ou pdle. C’est le cas notamment pour les mouvements a force
centrale en physique. Aprés avoir étudié ce chapitre, vous devez :

A. Savoir utiliser le tableau des variations de r en fonction de 6 pour tracer la courbe dans les autres cas.
B. Savoir trouver la tangente en un point.

C. Savoir étudier les branches infinies d’une courbe en polaires.

D. Savoir calculer longueurs, surfaces et rayons de courbure en polaires.

3.1 Définitions et exemples

Dans le repére orthonormé direct (O, 7}, 7), I’angle polaire variable 6 définit la base orthonormée directe
(e;,ep) (Figure 3.1).

A
y
2 7
€y y
O Figure3.1
En vertu de la formule (1.22) de Toutes les mathématiques, on a
— - = — ™ =, . T — L - de;
€. =cosfi +sinfj, BQZCOS(9+§)’L+SIH(0+§>] = —sinfi +cosfj = 0 (3.1)

Une courbe en polaires est définie par la donnée d’une fonction r = r(#). On construit alors, pour chaque
valeur de 6 , le point M = M (0) défini par

OM =r(9)e. (3.2)
Lorsque 6 varie dans dans un intervalle I = [0y, 03], le point M (0) décrit une courbe (C) (Figure 3.1).

Dans certains cas, on obtiendra 1’équation polaire r = r () d’une courbe (C) a partir de son équation
cartésienne f(x,y) = 0 en utilisant les formules de passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées
polaires :
x =rcosb, y=rsinf (3.3)
Exemple 3.1 Soit (D) une droite du plan, d’équation cartésienne ax + by = c¢. Alors ar cos + brsinf = ¢,
d’ou
c

= 3.4
acosf + bsind (3.4)
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Ainsi une équation polaire du type (3.4) représente-t-elle une droite du plan. Par exemple,

1
cos O

(3.5)

s’écrit r cos @ = 1, c’est-a~dire z = 1. Donc (3.5) est ’équation polaire de la droite verticale d’équation x = 1.

Exemple 3.2 Soit (C) un cercle du plan, d’équation cartésienne développée % + y? — ax — by + ¢ = 0.
Supposons que (C) passe par Uorigine O. Alors (0,0) vérifie cette équation, donc ¢ = 0 et celle-ci s’écrit
z2 4+ y? — ax — by = 0. On trouve alors une équation polaire simple : 72 — ar cos @ — brsin@ = 0. D’otl aprés
simplification par r :

r =acosf + bsinf (3.6)

Donc une équation polaire du type (3.6) représente un cercle passant par O. Par exemple r = 4 cos §+2sin ¢
est ’équation polaire du cercle de centre (2, 1) et de rayon R = /5 (vérifiez-le).

Exemple 3.3 Une équation polaire de la forme

r=—2r
1—ecosd
est celle d’une conique (voir Chapitre 2).

Remarque 3.1 Une courbe définie en coordonnées polaires peut étre considérée comme une courbe para-
métrée!, de paramétre . En particulier, la tangente au point M = M () sera définie par le vecteur

dM d dr de,
o = ap " O = gger +r0)
En utilisant (3.1), on obtient
dM dr _, — / — —
W:@erJrr(H)eg:r (@) e, +17(0)eq. (3.7)

Si ce vecteur est nul pour une valeur de 6, le point M (
calculer la dérivée suivante (Exercice 3.7), car alors r (6
ci-apres).

0) est un point singulier. Il n’est pas utile alors de
) = 0 et la courbe passe par O (voir Théoréme 3.1

Remarque 3.2 Dans I’étude des courbes en polaires, il est important de déterminer les valeurs de 6 pour
lesquelles le point M est en O, c’est-a-dire pour lequels » = 0. Dans ce cas, si le point M est un point
régulier, alors r’ () # 0, et la formule (3.7 montre que la tangente est dirigée par e,.. On peut donc énoncer
le

Théoréme 3.1 Si pour une valeur 8y de l'angle polaire 6 la courbe d’équation polaire v = r (0) passe par
le pole O et que le point M (6y) est un point régulier, alors la tangente en M (0y) est la droite passant par
O d’angle polaire 6.

3.2 Lemniscate de Bernoulli

Le plan général d’étude d’'une courbe en polaires ressemble & celui d’une courbe en cartésiennes, sauf qu’on
étudie directement r en fonction de 6. Considérons I'exemple de la lemniscate de Bernoulli, définie par
I’équation polaire :

r=r7(0) = Vcos 2. (3.8)

On remarque d’abord que, sous réserve que 7() soit défini, r (6 + 27) = r (6). Cela signifie que les points
M () et M (0 + 27) sont identiques (Figure 3.2), puisque dans ce cas le vecteur e, () correspondant & 6 et
le vecteur e, (0 + 27) correspondant & 6 4 27 sont identiques.

De méme, sous réserve que r(f) existe, 7 (0 + ) = r(#). Cela signifie que les points M (0) et M (6 + )
sont symétriques par rapport & O, puisqu’on reporte la méme valeur de r suivant deux vecteurs e, (6) et
e, (0 + ) opposés (Figure 3.3).

Voir le chapitre 1.



3.2. LEMNISCATE DE BERNOULLI 29

A A

M(g+2p) = M(q) M(a)
A 2@

- a+p /

e(a) =€|@2p) 4 . ( o,

/v - Z(@+)
Wp\J v@p)
Figure3.2 Figure3.3

Enfin, toujours sous réserve que () existe, r (—8) = r (8). Donc les points M (6) et M (—6) sont symétriques
Y : ) N . — — 2 3

par rapport & Oz, puisqu’on reporte la méme valeur de 7 suivant deux vecteurs e, (0) et e, (—8) symétriques

par rapport & Oz (Figure 3.4).

v

733-61) Figure3.4
"4 M)

Compte-tenu de ces réductions, on voit qu’il suffit de faire varier 6 de 0 & 7. La symétrie par rapport a

Oz donnera la partie de la courbe pour 6 variant entre —3 et 0, et la symétrie par rapport & O donnera le

reste, pour 6 variant entre 7 et 37” (intervalle total de variation de 6 : [—% 37”] , de longueur 2).

Or cos 26 doit étre positif pour que r soit défini, on fait donc varier 6 entre 0 et 7. On étudie alors les
variations de 7 en fonction de 6. La fonction r (6) = v/cos 26 est dérivable sur [0, Z [ et

- (oep3])

D’ou le tableau de variations de r en fonction de 6 :

q 0 p/4

La tangente au point A correspondant a 8 = 0 est donnée par (3.7) :

CTW ’ — — —
ldel - =7"(0)e, (0) +7(0)es (0) = ey (0).

Puisque eg (0) est vertical, la tangente en A est verticale.

Lorsque @ = 7, la courbe passe par O. En vertu du théoréme 3.1, la tangente en O est la droite d’angle
polaire 7, c’est-a-dire la premiere bissectrice.
On peut alors tracer la courbe (Figure 3.5). Partant du point A, avec sa tangente verticale, on tourne autour

de O lorsque 6 varie de 0 a 7. Le point M se rapproche de O lors de ce mouvement car 7 décroit, pour
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finalement arriver & O avec pour tangente la premiére bissectrice. On compléte la courbe par symétrie par
rapport & Ox, puis par rapport a O.

A

Figure 3.5: Lemniscate de Ber noulli

Remarque 3.3 On observe que la lemniscate de Bernoulli est également symétrique par rapport a Oy. On
peut le vérifier directement en comparant r (f) et r (m — ). On peut le déduire aussi du résultat suivant :

Théoréme 3.2 Considérons les trois éléments O, Ox, Oy. Si une courbe (C) est symétrique par rapport &
deux de ces trois éléments, elle est symétrique par rapport au troisiéme.

Démonstration Voir Exercice 3.9.

3.3 Branches infinies

Soit 6y € R. Si limg_,g, 7 (#) = o0, la courbe d’équation polaire admet une branche infinie lorsque 8 — 6.
Celle-ci s’étudie sans difficulté en passant a la représentation paramétrique x = x (0) et y =y (9) .

Exemple 3.4 Soit la courbe d’équation polaire 7 = tan@. Lorsque § — Z, r — oo. Il existe donc une

branche infinie. Or on a )
sin“ 6

T =r71cosf =sinb, y=rsinf = .
cos

Donc limp.z x =1 et limy_,z y = oo. La courbe admet une asymptote verticale d’équation z = 1.

Exemple 3.5 Soit la courbe d’équation polaire

cos 6
r=——r—.
cos (9 — %)
Lorsque 0 — 3{, r — o0. On étudie la branche infinie en écrivant
cos? 0 ) sin @ cos
T =rcostl = ——r, y=rsinf = ——.
cos (9— Z) oS (0— Z)

Il en résulte que limy_, 3x x = 00 et limea%w Y = Q.
On recherche alors s’il existe une asymptote oblique ¥y = ax + b en calculant d’abord

Puis on calcule

50 (sin 0 5 60
lim (y—az)= lim (y+2)= lim cos 8 (sin§ + cos )
§—3n f— 3z o3 cos(0— %)
En utilisant les formules d’addition, il vient
0 (sin 6 s 6
lim (y —az) = lim cos (s717n Jr cos - ) — = lim V2cos = —1.
f— 3x 9—3z cosfcos T +sinfsinf  g3x
Donc la droite d’équation y = —x — 1 est asymptote oblique a la courbe.

Remarque 3.4 On notera que limgy_.g, £ = limy_.g, tan 6, quelle que soit la courbe définie en polaires!
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3.4 Longueurs, surfaces et rayon de courbure en polaires

Soit un arc AB donné en coordonnées polaires, et un point M qui se déplace par variations infinitésimales
—
dM d’un point A & un point B (Figure 3.6), de telle sorte que 6 soit croissant.

A

Figure 3.6

v

En vertu de (3.7), on a
—
dM = (r'&. +reg) do. (3.9)

Or la base (e, eg) est orthonormée et df > 0 puisque 6 est croissant. Par conséquent

HWH — \/(+d0)? + (rdB)* = /72 + r2db. (3.10)

En utilisant (1.21), on voit donc que la longueur de I'arc AB vaut

B, _ 0=0p
L= / HdMH - 2 1 r72dg. (3.11)
A 0=04

oo
De méme, lorsque # varie d’'une quantité infinitésimale df > 0, le rayon vecteur OM balaye une surface
infinitésimale dS qui peut étre assimilée a un secteur de cercle (car on considére que r n’a pas varié), de
rayon 7, d’angle au centre df. En vertu du théoreme 11.5 (Page 121) de Toutes les Mathématiques, on a
donc

1
ds = §r2d9. (3.12)
La surface balayée par le rayon vecteur lorsque M se déplace de A & B sera donc donnée par
B 1 0=0p
S = / ds = 7/ r2de. (3.13)
A 2 Jo=0,

Dans le cas ou on décrit une courbe fermée (C) parcourue dans le sens trigonométrique, on voit que la
surface intérieure & la courbe vaut

1
S = 77{% rdf, (3.14)
2J(cy

puisque le point M effectue un tour complet de la courbe en partant de n’importe quel point A.

Exemple 3.6 Considérons la lemniscate de Bernouilli (Section 3.2), d’équation polaire r = v/cos26. La
surface intérieure a la partie droite de la lemniscate (entre O et A dans la figure 3.5) vaut

1=, 1 [t 1 =1
=3 = 20d0 = — [sin20]* . = —.
S 5 /0__17“ do 2/_ cos 20d0 1 [sin 9]*1 5

14
4

Remarque 3.5 En Cinématique, le point M de la figure 3.6 est mobile en fonction du temps ¢. La quantité

A :% s’appelle la vitesse aréolaire et on a par (3.12)
A:ﬁ_ dsdf 1 ,df

dt  dedt 2 dt (3.15)

Lorsque la vitesse aréolaire est constante, les aires balayées pendant des temps égaux sont égales. Cette
situation se rencontre lorsqu’on étudie les mouvements a force centrale (Exercice 3.7).
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Pour terminer, nous montrons comment calculer le rayon de courbure en un point d’une courbe donnée en
coorodonnées polaires. On utilise la formule (1.18), qui s’écrit

w

v

R= Gty

On considére ici que la courbe polaire est paramétrée par 6, de telle sorte que v et @ ne représentent pas
ici la vitesse et I’accélération au sens de la cinématique?, mais

e —_— —_—
T A T
7 CTa T ae

On calcule alors v et @ dans la base orthonormée directe (€;, eg) . En vertu de (3.7), on a d’abord

—
dM
v = —0 =r'e, +reg et v=|7| = Vr2+r2

En utilisant (1.13), il vient ensuite

—

d
= (r"e; +r'eg) + (r’e‘é + rjé’) = (" —r)e +2r'e.

—
_, dv

T do

Il vient donc immeédiatement

V)’ (2 42)?

/ 2’2 — !t 427

R =

o —r
2r'

Exercices

Les basiques

Exercice 3.1 (A,B,C) Soit la courbe d’équation polaire r = tan 6.

1) Etudier Deffet des changements 6 < 6+ 2w, 0 — 0+ m et § «— —6. Que choisit-on pour intervalle d’étude ?
2) Etudier les variations de 7.

3) Etudier la branche infinie, puis tracer la courbe (C).

Exercice 3.2 (A,B) On considére la courbe d’équation polaire r = sin 6 cos 26.

1) Etudier effet des changements 0 < 0 +27, 0 — 047, 0 — m— 6, 8 — —0. Que choisit-on pour intervalle
d’étude ?

2) Etudier les variations de r en fonction de 6 et dresser le tableau des variations (on n’omettra pas d’y
inclure les valeurs de 6 ou M () passe par le pole O).

3) Tracer la courbe.

4) Trouver son équation cartésienne.

Exercice 3.3 (A,B,D) Soit la courbe d’équation polaire r = cos 46.

1) Etudier 'effet des changements 0 « 0427, § < 0+, 0 < T —0, 0 «— —0. Que choisit-on pour intervalle
d’étude 7

2) Etudier les variations de r en fonction de 6 et dresser le tableau des variations.

3) Tracer la courbe.

4) Démontrer que la courbe est invariante par rotation de centre O d’angle 7.

5) Calculer la surface intérieure a la courbe.

Exercice 3.4 (A,B,C) On considere la courbe (I') d’équation polaire

1

=2 .
" +cos€

1) Démontrer que (I') admet un axe de symétrie. En déduire Uintervalle d’étude.

2Pour Pexpression de la vitesse et de 'accélération en coordonnées polaires, voir les formules (10.26) et (10.27) de Toutes
les mathématiques, pages 107-108.
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2) Déterminer la valeur 6y de 6 pour laquelle la courbe passe par l'origine O.

3) Etudier les variations de r en fonction de 6 sur l'intervalle I. On fera figurer 6y dans le tableau de
variations.

4) Etudier les branches infinies de la courbe (T').

5) Représenter graphiquement (T').

Exercice 3.5 (A,B,C) Soit la courbe (C) d’équation polaire

sin 20
cosf +sinf’

1) Etudier 'effet des changements 6 « 0427, § < 0+, 0 < T —0, 0 «— —0. Que choisit-on pour intervalle
d’étude ?
2) Etudier les variations de r en fonction de 6, aprés avoir démontré que
1o cos30—sin39.
(cos B + sin §)*

3) Etudier la branche infinie, puis tracer la courbe (C).
4) Déterminer 1’équation cartésienne de (C).

Les techniques

Exercice 3.6 1) Trouver 1’équation polaire de la cardioide lorsque le pole est le point A de la figure 1.8.
2) Calculer la surface intérieure a la cardioide en utilisant son équation polaire. Retrouver ainsi le résultat
de 'exemple 1.4.

3) Calculer la longueur totale de la cardioide en utilisant son équation polaire. Retrouver ainsi le résultat
de l'exercice 1.8.

Exercice 3.7 Soit M (t) un point mobile dans (0,7,7) orthonormé direct. On rappelle (Toutes les
mathématiques, Formule (10.27) page 108) que son accélération vaut

2 2 2 2
7= DM _(dr (BN gy (pdrdh A0
dt2 dt2 dt v dt dt ' dr2)"?

—
Démontrer que @ et OM sont colinéaires si, et seulement si, la vitesse aréolaire du mobile est constante.

Exercice 3.8 Comparer les longueurs de la courbe d’équation polaire r = cos 46 (Exercice 3.3) et de l'ellipse
de grand axe a = 4 et de petit axe b= 1.

Exercice 3.9 Dans le plan rapporté a un repére orthonormé direct (O, _z), 7), on note sp la symétrie par
rapport & O, so, la symétrie par rapport & Oz, so, la symétrie par rapport & Oy.

1) Déterminer les composées deux a deux de ces trois symétries. On regroupera les résultats dans un tableau
a double entrée.

2) Démontrer le théoréeme 3.2.

Les exotiques et les olympiques

Exercice 3.10 Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O, f, ;), Punité est 1 cm. Soit a un réel
Y

positif et A le point de coordonnées x = a, y = 0. Dans tout ce probléme, 6 désigne un réel de ]—5, 5 [
On note D la droite passant par O et d’angle polaire 6 et on note D’ la droite passant par A et d’angle
polaire 36.

1) Quelles sont les valeurs de 6 pour lesquelles les droites D et D’ sont concourantes ?

2) Ecrire une équation de D et une équation de D’. En déduire les coordonnées de M, intersection de D et
D', lorsque ce point existe.

3) Etablir la formule

sin 360
=2 0 — .
sin 20 €08 2cosf

En déduire que ’ensemble des points M, lorsque 6 décrit ]—g, 3 [, est contenu dans la courbe I' d’équation

polaire :
1
r=al2cosf — .
2cosf
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4) Construire la courbe I' en précisant les branches infinies.
5) Le tracé de I fait apparaitre une boucle. Calculer la surface intérieure de cette boucle.

Exercice 3.11 Soit e € |0, 1[. Calculer 'intégrale

P
o (1—ecosz)

Exercice 3.12 Le plan (P) est rapporté au repére orthonormé direct (O, ;, 7). Par définition, 1'inversion p
de pole O transforme le point M # O en le point M’ = p (M) tel que

O, M et M’ sont alignés et OM x OM' = 1.

1) Prouver que p est bijective de (P*) = (P) . {O} dans (P*) et que p~! = p. On dit que p est involutive
de (P*) dans (P*).

2) Trouver I'image par I'inversion p d’une droite ne passant pas par O.

3) Trouver I'image par I'inversion p de I'hyperbole d’équation cartésienne 2% — y? = 1.



Solutions des exercices

Solutions des exercices du chapitre 1

Exercice 1.1 1) z et y sont périodiques de période 2x. De plus z (t +7) = z(¢) et y(t +7) = —y (¢). Donc la
courbe est symétrique par rapport a 'axe des x (faire un dessin). On a aussi z (—t) = —z (¢) et y(—t) = —y (¢).
Donc la courbe est symétrique par rapport & O (faire un dessin). L’intervalle d’étude est [O, g] .

2) On a ' (t) = 2cos 2t et y' (t) = 2cost, d’ou le tableau de variations.

3) La tangente pour ¢ = 0 est la premiére bissectrice (vecteur directeur v = 27 + 27) D’ou la courbe (ci-dessus).
4) On a z = 2sintcost = ycost. Donc z® = y? cos® t = ¢/? (1 — sin® t) .

Puisque sint = ¥, I"équation cartésienne est z? =92 (1 - %) .

5) On utilise (1.24), en se rappelant qu’il faut parcourir la boucle dans le sens trigonométrique (Remarque 1.3). On
ne garde donc que la partie comprise entre 0 et m, et on multiplie le résultat obtenu par 2. Il vient

S:—Q/ ydmz—B/ sintcothdt=—4/ (sin3t —sint) dt = —.
0 0 0 3

Attention : si on prend l'intégrale entre 0 et 27, on trouve 0 car la surface entre 0 et 7 est comptée positivement
(courbe parcourue dans le sens trigonométrique), tandis que celle entre 7 et 27 est comptée négativement (courbe
parcourue dans le sens contraire du sens trigonométrique).

Exercice 1.2 1) z et y sont définies sur R. On a = (—t) = —x (t) et y (—t) = y (¢) . Un petit graphique montre alors
que la courbe est symétrique par rapport a l'axe des y. On étudie les variations pour ¢ > 0.

2)Onaa ()= C(243) et y' (t) = —2L5. D’oul les variations :
(1+2)” (1+2)*" '

t|0 +00
X0 +
+00
X /
O A
y |0 +
1
y /
0



36 SOLUTIONS DES EXERCICES

3) Le point de parameétre ¢t = 0 est un point singulier, puisque z’ et y’ s’annulent simultanément. On calcule

N (GEEBI +t2)_2]/ — (4% +61) (1+62) 7"+ (1 + 36%) (—4) (1+£2) 2

J 2 [t (1+t2)’2]':2 [(+2)7 - (1) 7]

8
I

On a donc 2’ (0) = 0 et y' (0) = 2. La tangente est verticale.
4) Le tableau de variations montre qu’on a une asymptote horizontale d’équation y = 1. Voir graphique ci-dessus.
5) On cherche a éliminer ¢. On voit que t = § En reportant dans y par exemple, il vient

2 2
Y _ Yy

Exercice 1.3 1) On transforme d’abord les expressions de z et y :

D’ot le résultat en multipliant par z2.

1 1 s

z = 2V2(—=cost+ ——sint) = 2v2cos(t — =),
(Jgcost+ sind) -5

y = 3\/5(L cos 2t — L sin 2t) = 3v/2(cos 2t cos T sin2t sinﬁ) = 3v/2cos(2t + z).
V2 V2 4 4 4

2) 1l est clair que x et y sont périodiques de période 2. De plus z (t +7) = —z (t) et y(t+7) = y(t). Donc la
courbe est symétrique par rapport & Oy (faire un dessin).

3) L’étude se fait donc sur [0,7]. On a 2’ (t) = —2v/2sin(t — I) et y' (t)
Les signes de z’ et 3’ s’obtiendront en étudiant les déplacements de ¢ —
cercle trigonométrique :

—6v/2sin(2t + 7).

7 et 2t + 7 lorsque t varie de 0 & 7 sur le

Déplacement de g = 2t+p/4

Déplacement de g= t-p/4 sur sur le cercle trigonométrique

le cercle trigonométrique

- B
N D

D’ou le tableau de variations :

t=7p/8) +—>,
¢ |o pl4 3p/8 7p/8 p W y
X' 2 + D - - - -2 (t = p) (t = 0)
28| —— |
X Pl 26| =11 "
2 \ 2 1 1 2
y -6 - - + - 6
3 42 2
Y \3\ / \ (t=p/4)
42 3 “ ! (t=3p/8)

4) Points d’intersection avec Oy : on résout = 0 et on obtient ¢t = %’r,c’est—z‘x—dire y = 3.

5) On en déduit la courbe (ci-dessus a droite).

6) Pour obtenir 'équation cartésienne, c’est-a-dire une relation directe entre x et y, il s’agit d’éliminer le parametre
t. Le plus simple est sans doute d’élever x au carré :

a® =4 (cost +sint)? = 4 (sin® ¢ + cos” t + 2sint cost) = 4(1 + sin 2¢).

On en déduit sin 2t = % —1 (%). En reportant dans 'expression de y, il vient

wl

22 22
y:3<c032t7 (Zfl)> & cos2t = +Zfl ()
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En élevant (%) et (x*) au carré et en additionnant, sin 2¢ et cos 2¢ s’éliminent et on obtient

2 2 2 2
T Yy
— =1 Z4+——-1) =1.
(e +(5+5)
Exercice 1.4 Le cercle de centre O de rayon R a pour représentation paramétrique x = Rcost, y = Rsint. Donc

2z’ = —Rsint, y' = Rcost, 2" = —Rcost y" = —Rsint.

Son rayon de courbure au point de paramétre ¢ vaut donc

(@?+y?)?  [R(sin’t+cos’t)]? RS R

P= 'y’ — 2"y’ R2 (sin2 t + cos? t) T R?

Exercice 1.5 Dans le cas d’'une courbe y = f(x), le paramétre est x, donc ' = 1 et " = 0. La formule du rayon

de courbure s’écrit alors .
(1+y7)?

y// :
2 onay =2z ety” =2 Donc le rayon de courbure au point d’abscisse = vaut

R=

Dans le cas de la parabole y =«

3
2

(1+ 42?)
—

En particulier, pour z =0 on a R = é
Exercice 1.6 On applique la méme formule avec y = chz. Alors ¢y = shx et y” = ch. Donc le rayon de courbure

au point d’abscisse x vaut
(1+sh?2)?  (ch?z)?
=ch?z.

R =

chx ~ chz
Pourz =0ona R=1.
Exercice 1.7 1) On a
dM 2t
v = W:Q(C(z)sst), H7H2:4(c0822t+coszt),
v cos 2t — cost —

_
T = = 1+ .
7] +/cos22t + cos?t vcos? 2t + cos? t J

Puisqu’un vecteur directement orthogonal & (Z) est (;b), il vient
_ cost 7 cos 2t 7
V/cos? 2t + cos? ¢ Vcos? 2t 4 cos?t

2) Puisque v = || v'|| = 21/(cos? 2t + cos? t), on a

dv  —4sin2tcos2t —2sintcost  —sin2t (1 + 4 cos 2t)

dt v/ (cos? 2t + cos? t) Y (cos? 2t + cos?t)

Par ailleurs le rayon de courbure vaut

—
N =

3 3
2 2

(@ + y'2)% ~ [4(cos® 2t + cos’t)] 2 [cos® 2t + cos® t]

R = = = .
z'y" —z"y"  4(2sin2tcost —cos2tsint)  2sin2tcost — cos2¢sint

L’accélération dans le repére de Frénet vaut donc
—sin2¢ (1 +4cos2t) _, = 4sin2tcost — 2cos 2tsintﬁ

i -
dt R (cos? 2t + cos? t) 24/ (cos? 2t + cos? t)

Exercice 1.8 1) Cette longueur vaut
27 27
L= / Va'(t)? +y'(t)2dt = 2R/ \/(sin 2t —sint)? + (cost — cos 2t)?dt.
0 0

En développant et en utilisant les formules d’addition, il vient

(sin 2t — sint)® 4 (cost — cos 2t)* = 2 — 2 [cos 2t cos t + sin 2t sint] = 2 — 2 cos(2t — t) = 2(1 — cost) = 4sin®

N | o+
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En remplagant dans l'intégrale, on obtient finalement

27 t 27 t
L= 4R/ sin? —dt = 4R/ sin —dt = 16R.
0 2 0 2
t=27

2) Cette surface vaut S = —/ ydx = 2R2/ (2sint — sin 2t) (sint — sin 2¢t) dt. En développant, il vient
t=0

(o))

S

27 27
1
2R2/ (2 sin® t — 3sin ¢ sin 2t + sin® 2t) dt = 2R2/ <1 —cost — 6sin’ tcost + 5 (1 —cos 4t)) dt
0 0

1 1 27
= 2R? t—sint—2sin3t+f t — —sin4t = 67 R>.
2 4 o

Exercice 1.9 Dans le cas d’une courbe y = f(x), le paramétre est z car x = z et y = f (z). Dans ce cas 2’ = 1 et la
formule qui donne la longueur d’un arc de courbe est L = f;f \/1+y'(z)2dz. Pour la chainette, y'(z) = shzx, donc

b b
L:/ \/1+sh2xd:v=2/ chmdx:2[shx]g:2shb.
—b 0

Exercice 1.10 Soit F(z) = zv/1+ a?2? + L In (az + V1 + a222). On calcule

2
2 2 o+ === 2 2
p a“x 1 \/1+a2z2 a“x 1
F'(z) =1+ a2x2 + + = =V1+a2z2+ + =21+ a2x2,
(@) V1+a2z?2 aaz+ V14 a2z Vi+a2z?2 V14 o222

d’ou le résultat. Ensuite, comme dans ’exercice 1.9, on écrit

x 1
L:/Z\/l—l—y’(m)de:/ \/1+4a2a:2da;:l(\/1+4a2+%ln(2a+\/1+4a2)).
T 0

2

Exercice 1.11 Trouver un point double K revient & trouver deux valeurs ¢ # ¢’ telles que

3 3 ot 2 -3 t?-3
2 -2t 2 -2t t t

()

En effet, le point M doit passer en K a deux instants différents. Pour résoudre ce systéme, le principe est le suivant :
il admet de toute facon la solution ¢t = t’; on cherche donc & mettre en facteur ¢’ — ¢, de facon a simplifier par t' — t.

(+) t? -2t =t -2t 2t -2t —t)=0 t -t +t-2)=0 ' +t-2=0
Ut — 3t =t — 3t U2 —tt? -3t —t)=0 (t —t)(—tt' =3)=0 —tt' —3=0

On a donc t' = —t +2. En reportant dans la deuxiéme équation, il vient t> — 2t —3 = 0, qui a pour solutions t; = —1
et t2 = 3. Les valeurs de ¢’ associées sont tj = —t1 +2 = 3 et t5 = —t2+2 = —1. Le point double est K (1,2), atteint
pourt =—1lett=3.

Exercice 1.12 1) On observe que = et y ne sont pas définis lorsque t = —1. On a immédiatement x (%) =y (t) et

y (%) =z (t). Il en résulte que la courbe est symétrique par rapport a la premiére bissectrice y = x.

2) Pour tout t # —1, on a

, 3(1—2t%) ) 3t(2—t°%)
w(t)=——12% et y(t)=
(1+13) (1+13)
Donc 2’ s’annule pour t = *%/E ~ 0,8. De plus, sur |—1,1], ¥’ s’annule seulement pour ¢ = 0. D’ou le tableau de
variations :
¢ |1 0 038 1 # ~
_ /e
x + + D - 3 t=-1 g (t=1
N
/ 1o \ \\"\‘-‘\1\\ 1 /// ;
X \'\_ . A
e —]0 15 R Vg >
o] -2 BN 1 g 2
y - D + + .,
My (t=0)
+ oo 15 \\\.\
y \ 13— 2 AN
AN
0 / 4 S
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3) On a d’abord lim;—_; ¥ = lim;—._1 ¢ = —1. Puis, en utilisant ¢* + 1 = (¢t + 1)(t* — t + 1), on voit que

. o (Bt+1) 3t B
t1—1>n—11 (y+ao)= t1_1>I£11 (ﬁ) o t1_1El1 (m) =-1

Donc la droite d’équation y = —z — 1 est asymptote a la courbe lorsque t — —1.
4) Voir ci-dessus a droite.
5) On élimine t. On a ¢t = £. En reportant dans I’expression de x, on obtient 2 + 3 = 3zy.

Exercice 1.13 1) Le principe est le méme que pour la cardioide. La condition de roulement sans glissement se
traduit par I’égalité des longueurs des arcs de cercle HA et HM dans la figure ci-dessous.

—_
—

Comume les rayons du cercle roulant est le double de celui du cercle de base, cela signifie que (€ ,m) = 2t. L’angle
—
polaire du vecteur QM dans la base orthonormée directe (7, 7) vaut
= = = e = =
(¢,OM)=(1i,0K)+ (QK,QH) + (QH,QM) = 3t + 7.
— — — — —
On a donc QM = & [cos(3t—|—7r) 1 +sin (3t + ) j] =-Z (cos3t i +sin3tj) .
— —  —
En utilisant la relation de Chasles OM = O + QM il vient

OM = ? (cos £ +sin t?) — g (cos 3t70 +sin 3t7) = g [(3 cost — cos 3t) T+ (3sint — sin 3t) 7] .

D’otl une équation paramétrique de I’épicycloide & deux points de rebroussement :
R R
x:§(3cost—cos3t) et y:§(3sint—sin3t).

2) Etudions les variations simultanées de z et y. D’abord, = et y sont périodiques de période 27. De plus z (t + 7) =
—z (t), et y(t+m) = —y (¢) . Donc la courbe est symétrique par rapport & O. On a aussi z (—t) = z (t) et y (—t) =
—y (t) . Donc la courbe est également symétrique par rapport & Oz. On limite donc 'intervalle d’étude a [O, %] . En
utilisant les formules de transformation de sommes en produits, on a :

/ ’

3R 3R
T = (—sint + sin3t) = 3Rsint cos 2t et y = (cost — cos3t) = 3Rsin2tsint.

D’ou le tableau des variations simultanées.

0 p/4 p/2
X |0 + 0 - 2
X

R / 0 12
Yyl + + D

—/ZR

y %

0

La tangente au point singulier, de paramétre ¢ = 0, s’obtient en calculant z’'(0) = 3R et y'(0) = 0. On obtient une
tangente horizontale. D’ou la courbe représentative (ci-dessus a droite pour R = 2) de I'hypocycloide & deux points
de rebroussement, qui s’appelle aussi la néphroide.
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3) Pour la longueur, on calcule d’abord

2 12 9R2 . . 2 2 9R2 2 . 2
eyt = ((—sint 4 sin3t)® + (cost — cos 3t)*) = - (1 — cos2t) = 9R” sin” t.

On a donc
t=m t=m t=m
L:2/ 2 4+ y2dt = 6R/ |sint| dt = 6R/ sintdt = 6R[— cost]; = 12R.
t=0 t=0 t=0

Pour la surface, on a

t=m 3R2 t=m
S = —2/ yder = — (3sin” ¢ + sin® 3t — 4 sin ¢ sin 3t)dt
t=0 2 Ji=o
2 t=m
3 1
3R / 2 (1 —cos2t) 4+ = (1 — cos6t) — 2 (cos 2t — cos4t) | dt = 3nR>.
2 Ji—o \2 2
Exercice 1.14 Soient B = (777) et B' = (W, ) deux bases orthonormées directes du plan. Si nous notons
I’angle polaire de « dans B, alors w = cosf ¢ +sinf j et v = —sinf i +cosf j . Soient maintenant U et V deux
vecteurs du plan, donnés par leurs composantes dans les bases B et B :
ﬁzx?—i—y?:x/ﬂ)—i—y/? et Vza?—&—b?:alﬁ—&—b'?.

En remplacant « et v dans les expressions ci-dessus, il vient

= -, = / - = ro —
U = zi+4+yj =2 (cosf@i +sinfj)+y (—sinhi +cosbj),
V = 4di+ b7 = a'(cos 077 +sin 07) +b'(—sin 077 + cos 97)

Par identification, on obtient les formules de changement de base :
x = a'cos@—y'sinf, y=2z'sinf+y cosb,
= a' cos§—b'sinf, b=a'sinf+b cosb.
On en déduit que

T a
y b

Donc le déterminant de deux vecteurs ne dépend pas de la base orthonormée directe choisie pour le calculer.

x'cos —y'sinf a'cos@ —b'sinf | W — | T
2'sin@ + 1y cos a’'sinh+b' cos® | Ty v

Exercice 1.15 1) z est défini sur |—o00,0[ U ]0, +oo[ et y est défini sur |—oo, 1{U]1, +o0l.

, 1 -1 (t—1)(t+1) , 1 t(t—2)
2) O lcul =1—- == = ty =1-— = .
) On calcule z e e P ety (t—1)2 (t—1)2

On en déduit le tableau des variations simultanées :

t |-o00 -1 0 1 2 + 00

X + 0 - - 0 + + M

-2 + 00 + 00
1 W N

C oo ' o
y + + 0 - - D +
/ -1 +t0o +00
Y| —T15 \ \ /
-0 -0 3
3) Le tableau de variations montre qu’on a une asymptote horizontale y = —1 (quand ¢ — 0) et une asymptote
verticale © = 2 (quand t — 1). Quand ¢t — oo, on calcule :
y t+ % t 11
Jir&x—}ir&%—}i%t—l o Jim )= Jim (G yt) =0

Donc la droite d’équation y = x est asymptote oblique & la courbe lorsque ¢t — Fo0.
4) On trace la courbe en commengant par placer les points a tangente horizontale et verticale et les asymptotes, et
en s’aidant du tableau de variations (ci-dessus & droite).
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Solutions des exercices du chapitre 2

Exercice 2.1 Pour la premiére ellipse, a = 2 et b = 1. Le grand axe est donc Oz, le centre O, le petit axe Oy. Les
foyers sont les points d’intersection du cercle de centre B de rayon 2 avec le grand axe (voir Figure 2.22) et on a

¢ =+vaZ — b2 =+/3. Donc
e= c_ @ et p= i = 1
a 2 a 2
Pour la deuxiéme, a = 3 (la plus grande des deux valeurs) et b = 2. Puisque a est situé sous y, le grand axe est Oy,
le centre est O, le petit axe est Ox. Les foyers sont les points d’intersection du cercle de centre B de rayon 3 (Figure
2.23) avec le grand axe et on a ¢ = v/a2 — b2 = /5. Donc

e=—=— et
a

Figure2.22

Exercice 2.2 1) Cherchons I’équation réduite en écrivant

(z+2)? ¢
22 12

x2+4m+4y2:O<:>(a:—|—2)2+4y2:4<:>

1l s’agit donc de Dellipse de centre Q (—2,0), de grand axe Oz, avec a =2, b=1,c=+3 et e = ? (Figure 2.24).
2) L’équation s’écrit de méme
2 2
—1
e -1
12 32

Il s’agit de D’ellipse de centre Q (0,1), d’axe focal vertical, avec a =3, b=1,c=2v2 et e = ¥ (Figure 2.25).

=1.

A

=

Figure 2.24 F Figure 2.25 Figure 2.26

Exercice 2.3 1) Posons z = z + iy. On voit que

1022 +3(2*+72°) =4 10(x +iy) (x —iy) + 3 [(x +iy)’ + (z —iy)’] =4 o 4” + > = 1.

Donc (I') est une ellipse d’axe focal vertical avec a = 1, b = %7 c=X e=¥3 p= Y2 1 Voir la représentation

a 4
graphique Figure 2.26.

Exercice 2.4 Le soin de construire la figure suivant les indications est laissé au lecteur. On construit d’abord la
médiatrice (A) de FF’, qui coupe FF’ en O. La distance OF est c. Puisque e = s,onaa= %c = %OF. On construit
donc le milieu I de OF, puis le cercle de centre F' de rayon OI. Ce cercle coupe FF’ en deux points. Celui qui n’est
pas entre O et F est le sommet A. Par symétrie par rapport & O on obtient A’. Le cercle de centre F' de rayon OA

coupe (A) aux sommets B et B’ du petit axe. En plagant les tangentes aux sommets, on trace I’ellipse.

Exercice 2.5 Pour la premiére hyperbole, a = 2 et b = 1. L’axe focal est donc Oz, le centre O, ’axe non focal Oy.
On a les asymptotes grace au point B vérifiant AB = b =1 (Figure 2.27). Les foyers sont les intersections du cercle
de centre O de rayon OB = ¢ avec I'axe focal et ¢ = v/a2 + b2 = /5. Donc

et p=—=.
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Pour la deuxieme hyperbole, I’équation s’écrit
2

2
vt
4 9

aprés multiplication par —1. Donc a = 2 (c’est la valeur qui figure sous le terme positif) et b = 3. Puisque a est
situé sous y, ’axe focal est Oy, le centre O, I’axe non focal Oz. On obtient les asymptotes grace au point B vérifiant

AB = b =2 (Figure 2.28). Les foyers sont les points d’intersection du cercle de centre O de rayon OB = ¢ avec l'axe

focal et on a ¢ = va? + b2 = v/13. Donc

_e_ v B9
a2 p= a 2
A
A -~
," - F "‘\,,\v‘
N B
A
| F llllll -
Figure2.27 Figure 2.28 -1

Exercice 2.6 Comme dans l'exercice 2.4, le soin de construire la figure suivant les indications est laissé au lecteur.
On construit d’abord la médiatrice (A) de FF', qui coupe FF’ en O. La distance OF est c.

Puisque e = £, ona a = %c = %OF. Le milieu de OF est le sommet A. Par symétrie par rapport & O on obtient A’.
On construit ensuite la perpendiculaire (D) a (F'F') passant par A. Le cercle de centre O de rayon OF coupe (D)

aux sommets K et K'. On trace les droites (OK) et (OK'), qui sont les asymptotes. D’ou ’hyperbole.

Exercice 2.7 1) Il s’agit d’une conique, d’excentricité e = % < 1. Donc (C) est une ellipse d’axe focal Oz, de foyer
O, de parameétre p = 3.
2) On sait que
b2 c a? — b2
p=— et e=—=—
a a a

Donc ici b = 3a et % = a? — b?, clest-a-dire b* = %a2. On en déduit que %az = 3a, d’ou apreés simplification par
3a,a=4cet b=2v3. Enfin c = ea = 2.

3) Pour 6§ =0, on a r = 6. Donc le sommet A a pour coordonnées cartésiennes z = 6, y = 0.

Pour 0 = 7, on a r = 2. Donc le sommet A a pour coordonnées cartésiennes ' = —2, 3y’ = 0.

4) On place d’abord les sommets A et A’, puis le centre & partir du foyer O car ¢ = 2, et enfin les sommets B et
B'. Le deuxiéme foyer est F. Voir figure 2.29.

(x —20)® | (y—ya)’ (@-27° ¢
5) Cette équation s’écrit g + E =1 T 4 5= 1
yl
N > X
Figure2.29
Exercice 2.8 1) L’équation s’écrit
p p

T

T 1_sinf 1—cos(0—§)'

11 s’agit donc exactement de I’équation polaire d’une parabole de parameétre p (et d’excentricité e = 1), sauf que 6
est remplacé par § — 7. Cela signifie que l'origine des angles est 'axe des y, et que I'axe de la parabole est donc
vertical. Son foyer est O, comme toujours avec les équations de coniques en polaires.
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2) Ceci peut se confirmer en calculant 1’équation cartésienne :

p

:7,(:)rfrsin0=p(:)r:p+y(:>r2:(p+y)2,
1 —sinf

r

2

car on sait que y = rsin 6. Mais on a aussi 72 = 2% + y2, donc 'équation cartésienne est

2+t =p 2yt S =p 2y ey =5 (a¥ —p°).

C’est bien une fonction du second degré, dont la représentation graphique est une parabole d’axe Oy (Section 7.4 de
Toutes les mathématiques).

3) Pour p = %, I’équation s’écrit y = z? — i. Pour cette parabole, le foyer est O et le sommet a pour ordonnée f%
(Figure 2.30). En la décalant de i vers le haut, on voit que le foyer de la parabole y = 2 est le point F' d’abscisse
0 et d’ordonnée ; (Figure 2.31).

y=x2-1/4 y=x2

Figure2.30 Figure2.31

Exercice 2.9 1) Il s’agit d’une conique, d’excentricité e = % > 1. Donc (I") est une hyperbole d’axe focal Oz, de

foyer O, de paramétre p = 5.
2

b Va2 +b? 9a’ 5
2) On sait que p= — et e = L. L. Donc ici b? = 5a et g2 + b2, clest-a-dire b* = ZaQ.
a a a
On en déduit que %aQ = 5a, d’ou aprés simplification par 5a, @ = 4 et b = 2v/5. Enfin ¢ = ea = 6.
3) Pour § =0, on a r = —10. Donc le sommet A a pour coordonnées cartésiennes x = —10, y = 0.
Pour § = 7, on a r = 2. Donc le sommet A a pour coordonnées cartésiennes 2’ = —2, y’ = 0.

4) On place d’abord les sommets A et A’, puis le centre © & partir du foyer O car ¢ = 6, et enfin les asymptotes. Le

deuxiéme foyer est F. Voir Figure 2.32.

o (@ —20)? (Y —ye)? s g (@67
5) Cette équation s’écrit e — 7 =1, c’est-a-dire e 0= 1.

Figure 2.32

Exercice 2.10 1) Ona FM = HFT/[H =/(x —zr)?+ (y — yr)2. Donc

FM = \/(acost —¢)2 +b2sin®t = /a2 cos? t — 2accost + ¢ + b2(1 — cos? t).

Ainsi FM = /b2 + c2 — 2accost + (a2 — b2) cos? t. Mais a® = b + 2, d’out

FM = +/a? — 2accost + 2 cos?t = \/(a — ccost)? = a — ccost car a > ccost.

2) Le calcul est le méme, sauf qu’on remplace ¢ par —c. Donc F'M = a — ccost.
3) On a donc bien FM + F'M = 2a. C’est la propriété bifocale.
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Exercice 2.11 Soit K le point de Dellipse & la verticale de F’ (Figure 2.33). Par définition du paramétre, p = F'K.
Par la propriété bifocale, FK + F'K = 2a, donc FK = 2a — p. En appliquant le théoréme de Pythagore au triangle
rectangle KF'F, on a FK? = F'K? + FF'?, c’est-a-dire (2a — p)? = p* 4 (2¢)?. En développant et en simplifiant par
4, on obtient a? — ¢? = ap, c’est-a-dire b? = ap, c.q.f.d.

y
(t=p/2)

K
b
p c (t=n) a (t=0)
W !y X

Figure2.33 (t=30/2) Figure2.34

Exercice 2.12 Choisissons d’abord un point M situé dans la partie de 'hyperbole ou z > 0 (Figure 2.9 page 19).
Alors x = acht et y = bsht. Donc

FM = \/(;c_mF)2+(y—yp)2:\/(acht+c)2+b2sh2t

= Va2ch?t+ 2accht + c2 + b2sh>t = \/((12 +b2)ch?t + 2accht + ¢ — b2.

Or ¢ = va? + b2, donc a? + b* = 2 et ¢ — b2 = 2. Par suite

FM =+/¢c®ch®t + 2accht + a2 = (ccht +a)® = ccht + a.

Le calcul de F'M est le méme, avec ¢ remplacé par —c. Il vient

F'M = \/(fccht+ a)? = \/(ccht —a)’=ccht—a

car ccht —a > 0 puisque ¢ > a. Dot FM — F'M = 2a si > 0 (on a alors F'M > FM, voir Figure 2.9). Par
symétrie, on a F'M — FM = 2a si x < 0. Dans ce cas F'M — FM < 0 et on prend les valeurs absolues pour couvrir
les deux cas.

Exercice 2.13 On calcule la surface du quart d’ellipse correspondant & x > 0 et y > 0. On fait varier z de 0 &
a par accroissements infinitésimaux dx (Figure 2.34). La surface de lellipse est la somme de toutes les surfaces des

=

rectangles infinitésimaux ainsi formés, donc S = 4 fx: *ydx. On choisit le paramétre ¢t comme variable d’intégration.
On a x = acost, donc ‘fi—f = —asint et dv = —asintdt. De plus y = bsint. Quand x varie de 0 & a, t varie de 5 a 0.
Donc

S=4f" ‘ydr = 4fttf§ (—absin®t) dt = 4abfttf0% sin® tdt.
-z =

En linéarisant sin®¢ = 1 (1 — cos2t), on obtient S = wab.

Exercice 2.14 Pour démontrer ce résultat, on procéde comme pour la démonstration du Théoréme 2.1, en gardant
a Desprit que dans cet exercice e > 1. On peut écrire
_ p _
r=-——<&r—ercosf =p.
1—ecosf
Puisque = rcos@, il vient r = p + ex. En élevant au carré, on obtient r2 = p? + 2epz + e2z?, c’est-a-dire
22 4+ 9% = p® + 2epx + e?2”. D’ott 'équation cartésienne de (C) :
2 2

2 2 2 2 2 2ep Y _ p
(e —1)z" 4+ 2epr—y" =—p~ & I+6271w 21~ =21

On fait alors apparaitre des débuts de développements de carrés. L’équation cartésienne de (C) s’écrit

2 2
e N e oy (e Ny P
e2—1 (e2—1)2 e2-1 e2—1 e2—1

Finalement, 1’équation cartésienne de (C') est
ep 2
(a4 2) v’

(=) (=)
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e2 -1’

P b= P2 , c=vVa2+b2= p

e? =1 e —1 ez —1

On voit donc que (C') est une hyperbole de centre (— p O) , avec

a =

Ceci prouve bien que (C) est une hyperbole d’axe focal Oz, de foyer O (Figure 2.32). L’excentricité est £ =e, et le
paramétre est p (prendre 6 = % dans I’équation polaire).

cosf cos @
cos20  cos?f —sin? 6§’
En multipliant les deux membres par , il vient 72 cos® 6 — r

2) Cette équation s’écrit (m — %)2 —y? = %, c’est a dire

Exercice 2.15 1) Onar = donc 7 cos® 6 — rsin? 6 = cos .

25in% 0 = r cos 6, c’est-a-dire 22 — y? = z.

A =
(3) (3)
11 s’agit donc d’une hyperbole (équilatére puisque a = b) de centre (%, O) , avec
1 1 c o1
—p== =va2 +bh2=_— =2 =2 =2 =,
a=b=3, e=va+tb ﬂ,ea\ﬁpa2

Exercice 2.16 1) (Ej) est une ellipse d’axe focal Ox puisque k < 1, avec a = 1 et b = k (Figure 2.35). Une
,2m) .

représentation paramétrique en est x = cost, y = ksint, avec t € [0

™

A y
(t=pi2)

(t=p)

(t=3p/2) AT
Figure2.35 R 1o Figure 2.36

2) zo € ]0,1[ et yo > 0 implique to € ]O, g[, c’est-a-dire sintg > 0. Ainsi sintg = /1 — cos2tg = \/1 —z2. Un
vecteur directeur de la tangente est donc

= 1o, N 1 ., — o= —
T =x(to) i +y(to)j = —sinto ¢ +kcostoj =—/1—adi +kxoj.

— —
L’équation de la tangente (T") s’obtient en écrivant que M € (T') si et seulement si les vecteurs MoM et T sont

3
colinéaires, c’est-a-dire si et seulement si det(MoM, T') = 0. Donc I’équation de (T") s’écrit
T — Tg —/1— a2

=0k 1— 22 —k=0.
y—kyI—a2  kao ror LTy

3) L’intersection de (T') avec I'axe des x s’obtient en faisant y = 0 dans son équation. L’abscisse ag de Ag est donc
ag = %. Elle est bien indépendante de k.

4) La construction est donnée par la Figure 2.36 : pour construire la tangente a Dellipse au point My d’abscisse
Zo, construisons d’abord le cercle (E1) de centre O de rayon 1, qui est le cas particulier k¥ = 1 de ce qui précede.
L’intersection de la perpendiculaire & Oz a Pabscisse xg coupe (E1) en No. La perpendiculaire & (ONg) passant par
Np est la tangente (7) a (E1) en No, puisque (E1) est un cercle. D’apreés la question 3, (7) coupe Oz en Ag. Il suffit
alors de tracer la droite (AoMo), qui est la tangente (T") & (Ex) en M.

Exercice 2.17 1) On a a = 2 et b = 1, d’ou la figure 2.37. On résout le systéme d’équations : y = —z + u ;
22 + 4y% = 4. En remplacant y par sa valeur dans I'équation de (E), il vient 22 + 422 — 8ux + 4u? = 4. Les abscisses
z des points d’intersection de (E) et (D) vérifient donc 5z — 8uz + 4 (u® — 1) = 0.

2) Le discriminant vaut A = 64u® — 16.5 (u2 - 1) =16 (5 — u2) , donc cette équation admet des solutions si u? < 5,
c’est-a-dire si —v/5 < u < /5. Ainsi la droite (D.,) coupe d’ellipse (E) si et seulement si —v/5 < u < v/5.

3) La droite (D,,) est tangente a (E) si et seulement si le point d’intersection est double, c¢’est-a-dire si et seulement
si A =0, ou encore u = +/5.
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4) On a donc ici V5 < u < /5.

a) L’équation a deux solutions : x4 = 2(2u + v/6 — u?) et 5 = 2(2u — V5 — u?).

Les ordonnées correspondantes sont y4 = —za +u = +(u —2v5 —u?) et yp = —zp +u = £ (u+2v5 — u?).
b) On en déduit immédiatement x; = % = %u et yr = L;L“ = %UA

¢) En éliminant u, on voit immédiatement que y; = ian. Donc lorsque u varie, le milieu I,, se déplace sur la droite

(A) d’équation y = 1.

d) II est clair que le point I ne parcourt pas toute la droite (A), mais seulement le segment [K L] de la figure 2.37.

A
A
(Do)
(D-l) /
L M
By
- > a-b =
F 1 F b
-1
K (E) (Da)
A
! Figure 2.37 Fi 0.38
igure 2.

Exercice 2.18 On parameétre Uellipse par x = acost, y = bsint. Soit M le sommet du carré indiqué sur la figure
2.38. La diagonale du carré vaut a — b, les coordonnées de M sont donc xpr = b+ aT_” = aT"'b et yp = “T_b Le
parameétre ¢ du point M est donc tel que

a+b
2a

—l-i-get sint—a—_b—i
=5+3 = =

1
t= 1
cos 2 a2

ou l'on a posé a = g On observe alors que

1 a)? 1 1\?
cos2t+sin2t:1:>(§+§) +<%_§) = 1.
1 a\? 1 1 1 1\?
Ainsi ( = —s=-—(=-3) . Mai
1n51<2—|—2) 573 (2a 2) ais
1 a)\’ 1 2a+a®-1 1 1 1\? 2a+a2-1
) =TT T (-2 =2
2 2 20 2 402

On en déduit (puisque a? # 1) que 2o + a? — 1 = 0. C’est-a-dire, puisque a > 0, g =+/2—1=tan 5

Exercice 2.19 Soit (E) Uellipse de foyers A et B passant par F et et (I') le cercle de centre C' passant par F. Alors

(E) et (I") sont tangents en F. En effet, si ce n’était pas le cas, (E) et (I') auraient deux points communs, dont F
(Figure 2.39 ).

© A ©
N

Figure2.39 Figure2.40

Alors le point M situé sur (E), a intérieur de (I"), vérifierait

MA+MB=FA+FB [car M € (E)] et MC < FC [car M intérieur a (T)].
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Alors on aurait MA+ MB + MC < FA+ FB + FC, contrairement a la définition de F. Ainsi (E) et (I') sont
tangents en F, d’ou la figure 2.40. Il en résulte que la tangente (DD’) a (E) en F, qui est la bissectrice extérieure de

/@, est perpendiculaire & (C'F).

Ainsi AFC — AFD + & — AFD' + & — GFD' + & — BFC.

Puisque A, B, C jouent des roles symétriques, on a AFC = BFC = AFB.

On en déduit que AFC =BFC = AFB = %” Ainsi, par le théoréme de ’angle inscrit, F' est le point d’intersection
des trois cercles circonscrits au trois triangles équilatéraux construits sur les cotés du triangle (Figure 2.41). En effet,

onaparcxempch/F\C:ﬂ—fTé’\C:W—gz2?".

B

Figure2.41

Figure2.42

Exercice 2.20 On utilise la formule 1.24 page 11. Les symétries de la figure 2.42 montrent que

S:8(—ﬁydw> = -8 (/@ ydx—i—/_} ydac—i—/z_) ydw>‘
c AB BO oA

.
Sur l'arc OA, on a y = 0, donc la troisiéme intégrale est nulle.

L’arc AB correspond a l’ellipse d’équation 'Z—; + (yl—z =1, il est donc paramétré par x = bcost et y = asint. Le point
A correspond & t = 0. Cherchons la valeur du paramétre correspondant au point B.
Les coordonnées x et y de B vérifient le systéme

2 2 2 2
x y _
an + b72 =1 et be + ? =1.

On a donc en multipliant la premiére équation par a?, la deuxiéme par b2, et en soustrayant :

9 ﬁ_ﬁ _a2_b2<:> 2_a2b2 (a2_b2) _ a2b2
b2 a2 ) Y at — bt _a2+b2'
ab
Va2 + b2’

La valeur du parameétre ¢t correspondant & B vérifie donc asint =

Puisque y est positif, on a donc y =
ab
Va2 + b2
. T . . b .
Puisque t € [O, f] , il vient t = arcsin ——= = 7. Par suite
2 a? + b2

fng ydr = f::OT asint. (—bsint) dt = —%b Ji o (1 —cos2t) dt

1 T b
=—-— {t— §Sin2tL = —% [t —sintcost],

*—a—b arcsin b — b 1-— L ’ *—a—b arcsin b — ab

2 Va2 102 a1 b2 VaZ 5 T2 VaZ 152 a?+b2 )’
ab 20

7a2+b2 a 0.

=0 0 272

1 2 1 a®b

dr — de = | = - = ]
57 /z:hxx Lm]h 2a* +0?

Il reste & calculer fé_é ydz. Sur BO, on a y = x. En outre = varie de h =

On a donc :
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On obtient finalement la surface cherchée :

S = 4ab arcsin

b

Exercice 2.21 1) On sait que P'expression complexe de r est 2’ = e'5 2 (voir Toutes les mathématiques page 77).
En posant 2/ = 2’ + iy’ et z = = + iy, on obtient :

b LA (1.3 :
T + iy —(c053+151n3)(m+zy)— (2+z 5 )(ac—i—zy).

En développant et en identifiant partie réelle et partie imaginaire, on obtient ’expression analytique de r :

S V3, 1
Tt T YTty
2) Exprimons z et y en fonction de o’ et ¥’ en résolvant le systéme d’inconnues x et y ci-dessus. On peut utiliser les

formules de Cramer et on obtient Pexpression analytique de r~ :

V3 L
Ao | @ — |1, VB A |y T VB
AT, 1 2 2 YTAT| VB | T T2 2V
Y 2 2 Y
3) En remplacant z et y en fonction de 2’ et ¢’ dans I’équation de (T'), il vient

7z% — 64/3xy + 13y> = 16

2
1 1 1
(:)7( m+\g§y) 76\f( '+ 23y’ (,7x/+ y’) +13( \égl',Jriy/) =16
1/2 \/gll \/312 1// \[ 3 \/gll 1/2 _
@7(43: + 2:Uy+ —6V3 1 a:y 4 + 13 4x zxy +4y =16
& 1622 + 4y? = 16 & 2 +Z—27

Donc (I') est une ellipse d’axe focal Oy’, avec a = 2 et b = 1. Comme (I'') est 'image de (I') par r, on en déduit
que (I) est 'image de (I') par 7', c’est-a-dire par la rotation de centre O d’angle —%. Donc (T') est une ellipse de
centre O, d’axe focal incliné & § = § — % par rapport a I’horizontale, avec a = 2 et b = 1 (Figure 2.43).

A

Figure 2.43

Solutions des exercices du chapitre 3
Exercice 3.1 1) On a r (0 4+ 27) = r(0), donc la courbe est périodique de période 27. De plus r (8 +7) = r(0),
donc la courbe est symétrique par rapport & O. Enfin r (—0) = —r (0), donc la courbe est symétrique par rapport a

Oy. On I’étudiera donc sur [0, 2] On observe que r n’est pas défini pour § = %

2) On a v’ (f) = 1 +tan® @, d’ou les variations de r en fonction de 6 (page suivante).

dM L . .
Calcul de la tangente pour § =0 : |:d6':| = [T’eT + 7’69]0:0 = €,. Donc la tangente est horizontale.
6=0
3) On a limgﬁ% T = lim@_,% rcosf = limg_,% sinf =1 et limg_% Yy = lim@_,% rsinf = limg_,% % = +o00.

Donc la droite d’équation x = 1 est asymptote verticale. On en déduit la courbe (Figure 3.7).
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q| o p/2

Exercice 3.2 1) a) On a (8 + 27) = r(0), donc il y a périodicité de 2.

b) On a r(0 + 7) = —r(6), donc les points M () et M (6 + 7) sont identiques (Figure 3.8 : &.(0) et e, (6 + ) sont
opposés, donc le fait de reporter des valeurs de r également opposées conduit au méme point). On étudie donc la
courbe sur un intervalle de longueur .

M(a) = M(a+p) M(p-a) “ M Eq)
2@ -

a+p o er(Q) e q
A 20
T > r 5
_e:(quP) /I Figure3.8 Figure3.9

¢) De méme r(m — 0) = r(0), donc les points M (0) et M (w — 0) sont symétriques par rapport a laxe des y (Figure
3.9). La courbe admet donc I’axe des y pour axe de symeétrie.

d) Enfin r(—0) = —r(0), ce qui redonne I’axe des y comme axe de symétrie (faire un dessin). On étudiera donc r en
fonction de 6 sur [0, g] , puis on complétera la courbe par symétrie par rapport a Oy.

2) On a7’ = cos 6 cos 20 — 2sin 0 sin 20 = cos 0 cos 20 — 4sin” @ cos § = cos 0 (cos 20 — 4sin” 0) = cos 0 (1 — 6sin®0) .

Donc sur [0, 3] la dérivée s’annule pour 6 = % (a cause du coamub) et pour fp = arcsin

Puisque rzsm@(l—?sm 9) on a r (6o) ( ) = V ~0,27.

IZO 42 rad ~ 24,1°.

En outre, sur [0, g] r s’annule pour 6 = 0 et 9 =z

Les tangentes respectives en ces points sont les dr01tes 0 =0 (axe des ) et § = § (premiere bissectrice) en vertu du
théoréeme 3.1. D’ou le tableau des variations de r en fonction de 6 :

g |0 qo p/4 p/2

3) La tangente pour § = 7 est dirigée suivant €6 puisque v’ s’annule mais pas r (appliquer (3.6)), c’est-a-dire qu’elle
est horizontale. En placant soigneusement les éléments du tableau de variations et en faisant tourner § de 0 a 7, on
obtient la premiére moitié¢ de la courbe, qu’on compléte par symétrie par rapport a Oy.

2
4) On a vu que 7 =sin0(17251n29). Or sinf = g, donc r? =y <1 72%) .
r r

:/swb5/temp/graphics/R5PCYLO
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Puisque r? = 22 4+ 32, on obtient ’équation cartésienne
2 2\ 2 2 2
(@ +y) =y (@ —y).

Exercice 3.3 1) On a (0 + 27) = r(0), donc il y a périodicité de 2.
On a r(0 + ) = r(0), donc la courbe est symétrique par rapport a O (Figure 3.3 page 29).

Onar (g — 9) =7(0); la courbe est symétrique par rapport a la premiére bissectrice (Figure 3.10 ci-dessous).
Enfin r(—0) = r(0), donc la courbe est symétrique par rapport & Oz (Figure 3.4 page 29).

On étudiera donc r en fonction de 6 sur [0, %] , ¢’est-a-dire sur la partie A (Figure 3.11). En effet, la symétrie par
rapport & Ox donnera la courbe pour 6 € [—g, ﬂ , c’est-a-dire sur les parties A + B. Puis la symétrie par rapport
a la premieére bissectrice donnera la courbe pour 6 € [fg, ‘%”} , c’est-a-dire sur les parties A + B + C. Enfin la
symétrie de centre O donnera la courbe sur A + B 4+ C + D, c’est-a-dire toute la courbe.

M(p/2-q) ~

Figure 3.10 Figure3.11

2) On a r’ = —4sin46. Donc sur [0, %] on ar’ <0 saufen 0 et I our’ =0.
Cherchons pour quelles valeurs de 6 le point M passe par O. Sur [0, %] ;0840 =0 0 = 3.
En ce point, la tangente est la droite d’équation polaire § = § (Théoréme 3.1).
15
5
14
D. -
g| O p/8 p/4 806 : 0G O
r - - Vi
1 0/44
r \ 0 6
\ e84
-1 3 Figure3.12

3) La tangente pour § = 0 est dirigée suivant eg car r’ s’annule mais pas r (appliquer (3.6)), elle est donc verticale.
De méme la tangente pour 6 = 7 est dirigée orthogonalement a la droite § = 7. D’oi la courbe (Figure 3.12).
4)Onar (0 + %) = —r(f). Cela signifie que, lorsqu’on fait tourner le vecteur e, d’un angle +7, le point M tourne
de +7 puis se symétrise par rapport & O. Autrement dit la courbe est invariante par so o p, ol p est la rotation de
centre O d’angle +7. Mais comme la courbe est aussi invariante par so (Question 1), elle est donc invariante par
soo0spop=pcar sposo =1d.

5) Cette surface S vaut 16 fois la surface balayée lorsque @ varie de 0 & §. Donc

™

1[5 , 5, 3
S=16><7/ rd0:8/ cos 40d0:4/ (14 cos89)do =
2.Jo 0 0 2

Exercice 3.4 1) On a d’abord r (6 + 27w) = r (). Donc on peut étudier la courbe sur [—7,7]. Comme on a aussi
r(—0) =r(0), la courbe est symétrique par rapport a 'axe des x, et on I’étudie sur I'intervalle [0, 7] .
Sur cet intervalle, on doit exclure la valeur 6 = 7, qui annule le cosinus.

2) La courbe passe par origine du repére lorsque r = 0, c’est-a-dire cos g = —%.

Sur l'intervalle [0, ], la seule solution de cette équation est 6y = %”
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, _ sinf
3)Onar = o0’

On en déduit les variations de r en fonction de 6.

. .. T T
qui est positif sur [O7 5 [ U ] 5 ﬂ-] )

(g=p/2)
4_
2]
(@=p) (q=0)
0 >
q p/2 2p/3 p - - N < T
ry o + + + 0
+y¥ 1 - (g=2p13)
r / /
-¥ 4]
3 / (g= p/2+) v Figure3.13
4) On a limg_,z z =limy_,z (2cos0 + 1) = 1 et limg_ z y = co. D’olt une asymptote verticale d’équation = = 1.
5) La tangente a la courbe en O forme un angle de %’r avec l’axe des  (Théoréme 3.1).

Pour § = 0 et 0 = T, les tangentes sont dirigées suivant eg, donc verticales. D’ot la courbe (Figure 3.13).

Exercice 3.5 1) On a (0 + 27) = r(0), donc il y a périodicité de 2.

On a r(6 +m) = —r(f), donc il y a en fait périodicité de 7 (voir Exercice 3.2, Question 1).

Onar (g — 6) = r(0); la courbe est symétrique par rapport a la premiére bissectrice (voir Exercice 3.3, Question
1). Par contre r(—6) ne donne aucune symétrie. On étudiera r en fonction de 0 sur [f%, %] , C’est-a-dire sur la partie
A de la figure 3.14. En effet, la symétrie par rapport a la premiére bissectrice donnera la courbe pour 6 € [—%, %’T] ,
c’est-a-dire sur les parties A + B. Comme A + B représente un angle de 7 radians, on aura la courbe en entier. On
notera que la valeur § = —7 doit étre exclue.

2) On calcule la dérivée de r en fonction de 6

/ _ 2cos20(cosf 4 sinf) — sin 26 (cos § — sinf)

r = ——
(cosf + sin 0)
2 (0052 0 — sin® 0) (cos@ + sinf) — 2sinf cos O (cos @ — sin 6) B cos® @ — sin® @
B (cos B + sin 6)? ~ “(cosf +sinf)?’
Lorsque 6 € ]—g, g] , cos® 0 — sin® 0 s’annule si et seulement si § = I

Par ailleurs » = 0 si et seulement si § = 0. Le théoréme 3.1 s’applique alors et la tangente en O est horizontale,
d’équation polaire § = 0. D’ou le tableau de variations.

A
™.,
N
q |-pl4 0 p/4
r + + D >
0,7
r —
“¥ e Figure3.14

3) Il apparait une branche infinie lorsque § — —%. On a d’abord

. . . sin 26 cos 0 . . . . sin 26 sin 6
lim z= lim rcosf = lim —— = o0, lim y= lim rsinf= lim ——— = o0
-7 0—>—= 6——7 sinf 4 cos 0 0—>—= 0= 0——= sinf 4 cos @

Recherchons s’il existe une asymptote oblique en calculant

lim Y = lim tan6 = —1, lim (y+z)= lim [r(sinf+cosf)] = lim sin20=—1
-2 T o= 0——= o——= 0——1
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Donc il existe une asymptote oblique, d’équation y = —z — 1. On trace alors la courbe (Figure 3.15).
. A
J
(g=-p/4)
™ }
Sl A
\ -\\"‘a ’/
2 ™, H (g=0) 1 T
L
S \\
,
AN
\\\\
o NS Figure 3.15

4) En multipliant numérateur et dénominateur par r, ’équation polaire s’écrit

_ 2sinfcosf 22 27 sin Or cos 6
" cosf +sinf " rcosf+rsinf’

Puisque r? = 22 + y2, © = rcosf et y = rsinf, 'équation cartésienne est (a:2 + y2) (z +y) = 2xy.

Figure 3.16

Exercice 3.6 On considére la figure 3.16. Le pole est ici le point A. On veut AM = ré, en fonction de 6. On a
—_—

N AM

€r = T——
=

- =
=cosf i +sinfj.

Soit (A) la perpendiculaire & (O2) passant par H. Alors (A)L (OQ). Mais par symétrie, I’égalité des arcs de cercle
HA et HM entraine que (AM) L (A). Donc les droites (O2) et (AM) sont paralléles. Il en résulte que 8 = ¢, ou ¢
est le parameétre qui avait servi a trouver I’équation cartésienne de la cardioide. De plus, on a

(7.740) = (A1, 30) = n 0.

Travaillons dans la base orthonormée directe (67, 6_9)) et utilisons la relation de Chasles :

—

AM = A0+ 0+ QM = R (cos(m — )&, +sin(r — 0)e3) + 2Re, + R (cos (7 + 0) & + sin (r + 0) &)
= R(—cosf.e, +sinf.eg) +2Re, — R(cosf.e; +sinf.eg) = 2R(1 — cosf)e,.

Donc ’équation polaire de la cardioide est r = 2R(1 — cos ).

2) La surface intérieure de la cardioide vaut deux fois laire balayée lorsque 6 varie de 0 & .
Donc, puisque 7 = 2R (1 — cos#),

5:/ r2d9:4R2/ (1—0050)2d9:4R2/ (1 —2cos + cos® 0) db.
0 0 0

On linéarise cos® @ et on retrouve le résultat de Pexemple 1.4 :

S:4R2/ (% —2cosf + %COSQ@) df = 6mR>.
0
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3) Puisque 7 = 2R (1 — cos ), 7' = 2Rsin 6 et on retrouve le résultat de 1’exercice 1.8 :

2/ V24 r2df = 4R/ \/(1 — cos0)” + sin? 0df = 4\@1%/ V1 = cos 0df
0 0 0

8R/ sin? gd@ = 8R/ sin Qd@ =8R |—2cos Q = 16R.
o VT2 o 2 2,
—

. — — e, . . —_— . — . .
Exercice 3.7 @ et OM = re, sont colinéaires si et seulement si la composante de ‘@ suivant eg est nulle. Ainsi

L

2
@ et OM = re, colinéaires < Z%Z—f + ri—tg =0. (3.16)
Or en utilisant (3.15) on a
dA  drdf 1 ,d*0 1 ([ drdd = d*¢
e R A Y P AL 1
¢ atdat 2" ae QT( atdat T ae (3.17)
Par conséquent en vertu de (*) et (**) il vient
2
A =cte & % :0®2%Z—f+r% =0< 7 et O—]\jzre_r) colinéaires.

Ceci est un des résultats fondamentaux de la théorie des mouvements a force centrale.

Exercice 3.8 Dans le cas de I'ellipse, on travaille en coordonnées cartésiennes avec © = 4cost, y = sint, z' = —4sint,
y' = cost. La longueur de I'ellipse vaut

t=2m

t=2m
L, = / Va2 4 y2dt = /16 sin? t + cos? tdt.
t=0 t=0
Cette intégrale ne peut pas se calculer a partir des fonctions élémentaires que nous connaissons (il faut introduire
de nouvelle fonctions, dites elliptiques, qui dépassent de trés loin le cadre de ce livre). Nous gardons donc L1 sous
forme d’intégrale (on pourrait en trouver une valeur numérique approchée).
Dans le cas de la courbe d’équation polaire r = cos 46 de I’exercice 3.3, en tenant compte des symétries de la courbe

on a
=% | —s b=7% b=%
Lo :4/ HdMH :4/ V12 4r2dg =4 \/605249+16sin249d9.
6=0 0=0

6=0

Il est naturel de poser le changement de variable u = 46. Il vient
u=27m
Lo = / v cos2 u + 16sin? udu = L.
u=0

Exercice 3.9 1) La figure 3.17 permet d’étudier les composées de so, sox €t soy-.

A

y

Figure3.17

Par exemple on voit que M est transformé en M’ par so., puis que M’ est transformé en M, symétrique de M
par rapport a O, par soy. Donc so = sgy 0 s0s. Par ailleurs, si on transforme M par so puis de nouveau par so,
par exemple, il est clair qu’il est inchangé. La transformation du plan qui laisse tous les points inchangés s’appelle
lidentité et se note Id (on peut la concevoir comme la translation de vecteur nul, par exemple). On remplit ainsi le
tableau suivant.’®

o} SO SOz SOy
so Id Soy | Sox
SOz Soy Id SO
Soy | Sox SO Id

3En fait, G = {Id, 50, 50z, Soy} est un groupe pour la loi o : voir Toutes les mathématiques, Exercice 27.7 page 333.
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2) Si une courbe est symétrique par rapport & deux des trois éléments O, Oz ou Oy, elle est invariante si on
la transforme par les deux symétries correspondantes s; et sa. Elle est donc aussi invariante par leur composée
$3 = 82 0 81, c’est-a-dire qu’elle est symétrique par rapport au troisiéme élément. D’otl le théoréme 3.2.

Exercice 3.10 1) D et D’ sont concourantes si elles ne sont pas paralleles. Elles sont paralléles si 30 = 0 + kr
(k € Z), cest-a-dire si 0 = k% (k € Z). Puisque § € | =%, 5[, D et D’ sont toujours concourantes, sauf si 6 = 0.
2)OnaD:y= (tanf)x et D' : y = (tan30) (z — a) . L’abscisse z de M vérifie xtan = (z — a) tan 30, donc

tan 30 tan 0 tan 30
r=0——————— —a————.
tan 30 — tan @’ Y tan 30 — tan 6
3) On a x = rcos6, donc r = x/ cosf. En utilisant la valeur de z trouvée a la question précédente, on obtient

a tan 360 a sin 36 —a sin 36
cosftan360 —sinf ~  cosfsin360 —sinfcos30 sin26’

Or sin 26 = 2sinf cos @ et sin 30 = sin @ cos 26 + cos 6 sin 26, donc

cos 0 sin cos sin 6

sin30 _ sinfcos20 + cosfsin20 1 (cos20  sin20 1 2¢c0s20—1 2sinfcosd _
sin20 2sinf cos 6 T2 2

Donc on a bien r =a | 2cos — .

2cos @
4) On ar(f+m) = —r(6), donc la courbe est périodique de période 7. Par ailleurs, r (=) = r (#), donc symétrie
par rapport & #'Oz. On I’étudie sur 'intervalle [07 5 [, oll on a

’ . sinH
r=a (—251n9— m) <0.

De plus, r s’annule pour une valeur 0y vérifiant

1 1 s
2 fp— —— =0 Oo= =< 0p=—.
cos B 3cos 0o < cos b 5 < 6o 3

En ce point, la tangente a un angle polaire de 3 (Théoréme 3.1). D’ot les variations.

3

g| O p/3 pl2 32 A 172 3
r D - -
3a/2
r \O\‘
-¥ 4 Figure3.18
Etudions la branche infinie qui apparait lorsque ¢ — 5. On a
2 1 a
lim z = lim rcosf = lim a <2cos 0 — 7) =——, lim y = lim rsinf = —oo.
0% 0% 0% 2 2 0—% 0—%
Donc la droite d’équation = —§ est asymptote verticale. On trace ensuite la courbe (Figure 3.18, ici a = 1).
5) L’examen de la courbe montre que
S = / e Qde—“j/% deos?0 -2+ —— ) do
Y 2 T2 o 4cos? 0
5 1 1 5
7; <Cos20 + Scos 20) do = a? {5 sin 26 + gtane} . = 34£a2.
3

Exercice 3.11 Considérons Dellipse (F) de parameétre p = 2 et d’excentricité e. Son équation polaire est

2

e
1—ecosf’
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et Dellipse tout entiére est décrite lorsque € varie entre 0 et 27. L’intégrale cherchée vaut donc

O=m 0=2m
I= l/ r?df = 1/ r2df = 17rab.
4 Jo=o 8 Jo=o 4

Or on sait que

2 2 2
2 C b b
L . —p=29
¢ a? a?’ a P
Il en résulte que
2 2
== h= 2 I = m

1—e?’ Vi—e?’ (1_62)%'

Exercice 3.12 1) Soient (r,0) et (r',0") les coordonnées polaires de M et M’ = p (M) respectivement. Il résulte
alors immédiatement de la définition de I'inversion que

r'zletg:@ & r:l,etO:G'.
r r

Donc p est clairement bijective de (P*) dans (P*) et p~! = p, ce qui signifie que p est involutive de (P*) dans (P*).
D’autres exemples d’involutions sont les symétries par rapport & un point A ou par rapport a une droite (D) : il
s’agit dans ce cas d’involutions de (P) dans (P).
2) On utilise les équations polaires des exemples 3.1 et 3.2 :
c 1 c ,a ;b
= 5 —=————— &7 ==-cosf + —sinf".
acos@ + bsinf v acos@ +bsinf’ " P —i—csm

Donc 'image d’une droite (D) ne passant pas par O est un cercle passant par O privé de O. En effet 7' # 0 car
" =0 acosf +bsinh < acosf + bsinfh = 0, ce qui est impossible. En fait on voit que M’ — 0 quand M — oo
sur la droite (D)*.
3) L’équation polaire de 'hyperbole équilatere (H) d’équation cartésienne z? —y? =1 s’écrit

r? (c:os2 0 — sin® 9) =1 r’cos20 = 1.

L’'image M'(r’,0") de M(r,0) par I'inversion vérifie donc 1> = cos 26, c’est-a-dire ' = Vcos26'. 1l s’agit donc de
la lemniscate de Bernoulli, privée de l'origine O (comme dans la question précédente, M’ — 0 quand M — oo sur
Ihyperbole (H)).

4Voir le supplément Inversion compleze.
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