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Avant-propos

Le but de ce complément est de proposer une introduction aussi simple et intuitive que possible aux prin-
cipaux outils de calcul différentiel et intégral utiles en physique.

Il s’agit essentiellement de notions de calcul différentiel et intégral dans l’espace & trois dimensions. Les
objets mathématiques manipulés dans ce cadre sont les fonctions de plusieurs variables et les champs de
vecteurs.

Le calcul différentiel et intégral dans l’espace fait ainsi intervenir & la fois des formes différentielles et
des intégrales curvilignes (Chapitre 1), des intégrales doubles et triples (Chapitres 2 et 3) et de I’analyse
vectorielle (Chapitre 4).

Les intégrales doubles et triples ont en outre de nombreuses applications en mécanique et en géométrie.
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Chapitre 1

Différentielles et champs de vecteurs

Ce chapitre présente de maniére intuitive et pratique les notions de base permettant de manipuler les
fonctions de plusieurs variables et les champs de vecteurs'. Aprés Pavoir étudié, vous devez :

A. Connaitre la formule qui donne la différentielle d’une fonction de deux ou trois variables et savoir 'utiliser
dans des applications simples.

B. Connaitre la différence entre variables indépendantes et variables liées.

C. Savoir ce qu’est le gradient d’une fonction de trois variables et connaitre son lien avec la différentielle.
D. Savoir ce qu’est une forme différentielle et savoir calculer des intégrales curvilignes simples.

E. Savoir ce que sont un champ de vecteurs et un potentiel scalaire.

F. Savoir ce qu’est une différentielle exacte et savoir calculer un potentiel scalaire dans des cas simples.

1.1 Différentielle d’une fonction

Considérons d’abord une fonction d’une seule variable U = f (). Si nous donnons & z un accroissement
infinitésimal dx, alors U subit un accroissement infinitésimal dU. Cet accroissement infinitésimal s’appelle

la différentielle de U au point z. Puisque f/ (x) = %, il vient

dU = [ (x) dz. (1.1)
Considérons maintenant une fonction de deux variables. On sait (Section 11.5 de Toutes les mathématiques)
qu'une telle fonction s’écrit sous la forme U = f (M), ou M est un point du plan (Figure 1.1). Si nous
désignons par = et y les coordonnées cartésiennes de M dans ce plan rapporté a un repére orthonormé
- —
(Oa 7’7])7 OH&U:f(IL’,y)-

Appliquons & M un déplacement infinitésimal W , qui correspond & un accroissement infinitésimal dx de x
et & un accroissement infinitésimal dy de y. Alors U subit un accroissement infinitésimal dU, qui s’appelle
la différentielle de U (calculée au point M). On peut déterminer cet accroissement infinitésimal de la fagon
suivante. Fixons y et augmentons x de dz. Alors U devient fonction de x seulement. Donc (1.1) s’applique,
sauf que la dérivée qui intervient est la dérivée de U a y constant, c’est-a-dire la dérivée partielle % (Section
11.5 de Toutes les mathématiques). En notant par un indice y le fait qu’on travaille a y constant, il vient
oUu

av, = %dx. (1.2)

De méme, si on fixe x et qu’on fait varier y de dy, ’accroissement infinitésimal de U & x constant, que nous

notons dU,, vaut
ou
dU, = —dy. 1.3
v =y W (1.3)
Or z et y peuvent varier indépendamment 'un de l’autre, donc 'accroissement total dU sera la somme des
accroissements dU, & y constant et dU, a x constant. D’otu la formule fondamentale :
ou ou
dU = —dx + —dy. 14
. oy (1.4)
IPour une présentation plus théorique des fonctions de deux variables et de la notion de différentielle, on se reportera au
chapitre 33 de Toutes les mathématiques.
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Bien entendu, cette formule reste valable pour n’importe quel couple de variables. Si U est considéré comme
une fonction des coordonnées polaires r et 6 par exemple, on a de méme

ou oUu

Dans le cas d’une fonction de 3 variables U = f (M) = f (x,y, z) , le méme raisonnement montre que

oU oU oU
= -_— . 1'
au o dz + a9y dy + 5 dz (1.5)

Les regles de calcul sur les différentielles sont similaires a celles sur les dérivées (Exercice 1.1). Notamment
on a
dU+V)=dU +dV
d(NU) = XU (A = constante) (1.6)
d(UV)=(dU).V +U.(dV)

Enfin, lorsque le point M se déplace dans une partie A du plan ou de ’espace, la fonction U reste constante
si et seulement si elle ne varie pas (comme dirait Monsieur de La Palisse). Par conséquent

U constante dans A < dU = 0 en tout point de A.

On notera que l'idée d’un point M qui se déplace dans une partie A du plan sous-entend que cette partie
est en un seul morceau. Mathématiquement, on dit qu’elle est conneze.

~<CT/

dy —
AY daMm g
— r (dépend de x)
] .
R g X . ol,.
0 _; dx (dépend dey)
i
Figurel.1 Figure1.2

Remarque 1.1 Dans certains cas 'accroissement absolu dU n’a pas grand sens, et on s’intéresse plutot a
I’accroissement relatif %. Celui-ci s’appelle la différentielle logarithmique de U. En effet (Exercice 1.2), on

peut écrire

% =d(In|U]). (1.7)

La différentielle logarithmique est bien adaptée aux calculs sur les produits de fonctions. En effet (Exercice
1.2), la différentielle logarithmique d’un produit est égale a la somme des différentielles logarithmiques :

dUV) U dv
-9 1.
v U v (1.8)

1.2 Variables liées

Dans certains problémes, le point M du plan est assujetti a se déplacer le long d’une courbe (C) d’équation
F (z,y) = 0. Dans ce cas, les variables x et y ne sont pas indépendantes. On dit qu’elles sont liées. En
différentiant I’équation F (z,y) = 0, on obtient une relation entre dz et dy lorsque M (z,y) se déplace le
long de (C).

Exemple 1.1 Soit 0 < a < b. On suppose que
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Cela signifie que le point M (z,y) se déplace sur lellipse? (E) de la figure 1.2. Ainsi y peut étre considéré
comme une fonction de z, et inversement. Lors de ce déplacement, la fonction

2 2
_Z y

G(z,y) = 2T e

reste constante et égale & 1. Par suite, sa différentielle dG est nulle, c’est-a-dire

oG oG 2z 2y 4,

I g+ Ty = 24 ~0.
ar ** * Oy y=a* + b2
Au point M de coordonnées (z,y), on a donc
2y dy b x
Yigy=-2 2T 1.
b2 dy = d dm a?y (1.9)

Geéométriquement, ceci donne évidemment le coefficient directeur de la tangente a (E) au point M de
coordonnées (x,y) .

De méme, trois variables =, y et z sont liées si elle vérifient une relation de la forme F (z,y,z) = 0.
Géométriquement, ceci peut s’interpréter en disant que le point M est assujetti a se déplacer sur une surface
de 'espace (par exemple le plan d’équation az + by + cz +d = 0 ou la sphére d’équation 22 +y% + 22 = R?).
Ainsi, en thermodynamique, les trois variables p (pression), V' (volume) et T (température) sont liées par
une équation d’état, qu’on écrit

F(p,V,T)=0. (1.10)

Par exemple, pour les gaz parfaits, pV = nRT. En différentiant équation d’état (1.10), on obtient

8F oF oF

Supposons maintenant que la variable T reste constante, tandis que les deux variables p et V qui lui sont
liées continuent & varier. Dans ce cas on a dI' = 0 et p devient donc une fonction de V. Donc 1'équation
ci-dessus s’écrit

oF oF
—dp+ ——=dV = 0.
ap T oy
Il en résulte que
dp o
av = Tor
Jop

Or cette dérivée n’est autre que la dérivée partielle de p (qui est normalement fonction de V et T' par
léquation d’état (1.10) par rapport & V lorsque T est maintenu constant. En utilisant pour traduire ce fait
la notation indicielle déja utilisée dans (1.2) et (1.3), on obtient

) _d _ 5
oV dv ?TF'
D

En permutant circulairement les lettres p, V, T, il vient

(W) oz (W) _ %
or p gTI; , 3p 14 g?

En multipliant membre & membre ces trois relations, on obtient finalement

) -

ov

(),

oT

oT

),

dp

(1.11)

2Pour une présentation élémentaire de lellipse, voir le chapitre 2 du complément Courbes et géométrie différentielle sur le

site touteslesmaths.fr.
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1.3 Expression intrinséque de la différentielle
. . . - = =
En mécanique et en électrostatique, I’espace est rapporté a un repére orthonormé direct (O, i, 5, k). Le
point M est repéré par ses coordonnées cartésiennes (z,y, z), ou par ses coordonnées cylindriques (r,0, z),
ou par ses coordonnées sphériques (r,0,¢). SiU =U (M) =U (z,y,z), on a
ou oU oUu
AU = —dz + —dy + —d=z. 1.12
ox dy 4 0z ( )
Cette expression est donnée en fonction des coordonnées cartésiennes x, y, z. On cherche une expression
intrinséque, c’est-a-dire valable dans n’importe quel systéme de coordonnées. Pour ce faire, on introduit le
vecteur gradient au point M. On le définit a partir des coordonnées cartésiennes par
— oU— OU—  oU—
radU=—1i +—j +—=k.
& ox oy P

Or le déplacement infinitésimal du point M s’écrit

(1.13)

— — — —
dM =dzi +dyj +dz k.
Ainsi la relation (??) peut s’interpréter comme un produit scalaire :
_ —
dU = gradU.dM. (1.14)

C’est Iexpression intrinséque de la différentielle. Elle est valable dans n’importe quel systéme de coordon-

nées.

Exemple 1.3 Trouvons ’expression du vecteur gradient au point M en coordonnées cylindriques, c’est-a-
—

dire en fonction de 7, 6, z, dans la base orthonormée directe (e,,eg, k) des coordonnées cylindriques. On

calcule d’abord les composantes de m dans (e;, eg, ?) Celles-ci s’obtiennent en faisant varier r de dr (6
et z fixés), 0 de df (r et z fixés), z de dz (r et 0 fixés), de maniére indépendante. On voit (Figure 1.3) que

dMo., = dre; , dM,. =rdoeg , dM,o=dz k.

En effet, pour la deuxiéme expression par exemple, le point M décrit un arc de cercle infinitésimal de rayon
r et d’angle au centre df lorsque 7 et z sont fixés et 6 varie de df.

A>
A k
A
z \\‘s
s M
_>
—|: A g
_’
0 Py
x g Sl
-I> m
Figure1.3 Figurel1.4
Puisque dM = dMyg . +dM, . + dM, g, il vient
dM = dre; +rdfeg +dz & . (1.15)
Posons gradU = ae, + beg + ¢k, on a, b, ¢ sont inconnus et traduisons I’expression intrinséque (1.14) dans

—
la base orthonormée (e, eg, k) :

dU = gradU.de = (ae_r> + beg + c?) . (dre_r) + rdfep + dz?) = adr + brdf + cdz.
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Puisqu’on a aussi dU = %—If,dr + %—gd@ + %—lzjdz et que les deux expressions de dU sont valables pour tout dr,
df, dz, on obtient par identification
ou ou
o Y a0
D’ou l'expression du gradient en coordonnées cylindriques :
ou_, 10U_, 0U—

oU

g T

C.

—_—
gradU =

1.4 Champs de vecteurs

Soit A une partie de I'espace. On dit qu’il existe un champ de vecteurs défini sur A si en tout point M de
A existe un vecteur £ = E (M) . Ainsi, en un point de Pespace peuvent exister deux sortes d’objets :

a) Des fonctions scalaires U = U(M), par exemple en physique la température au point M, la pression au
point M, etc.

b) Des champs de vecteurs E=-E (M) . L’exemple de champ de vecteurs le plus simple est le champ de

pesanteur g = ¢ (M) = —gk au voisinage du sol, qui est un champ constant (Figure 1.4). De méme, un
ressort de raideur k crée au voisinage de sa position d’équilibre O un champ de forces dont ’expression est

- = —
F=F(M)=—kxi (Figure 1.5).

A —»>
z . e -
&
M/
X ! -»>
—> 1
-> -> > -3/ i %
F | k 4 E
YOO >
o/ ETI
VUV VVUV m . .
o > T
i / L
X m
Figure 1.5 Figure 1.6

Enfin, un champ newtonien de parametre k est défini en coordonnées sphériques (Figure 1.6) par
k _,

_

E = Zer (1.17)
On rencontre des champs newtoniens en électrostatique, lorsqu’on place une charge électrique ponctuelle ¢
en O. Dans ce cas k = 47350' On les rencontre aussi en mécanique, lorsqu’on place une masse ponctuelle m
en O. Dans ce cas k = —m(C, o C est la constante de la gravitation universelle.

1.5 Circulation d’un champ de vecteurs

— —
Soit M un point de I’espace ou existe un champ de vecteurs E=E (M) . Déplagons le point M de dM
(Figure 1.7). Par définition, la circulation infinitésimale associée & ce déplacement est le produit scalaire

— —
oW = E.dM. (1.18)
— — — —
Si F est une force F', §W représente le travail infinitésimal de F' lors du déplacement infinitésimal dM .
> >
E E
A
B
M
M\ gm M ©

Figure 1.7 Figure 1.8
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— —
Supposons que le champ E ait pour composantes P, ), R dans la base orthonormée directe ( %
Alors on a

— —
gy k).

— — - — — -

W=(Pi+Qj +Rk).(dzi +dyj +dzk)= Pdx+ Qdy + Rdz. (1.19)
L’expression 6W = Pdx + Qdy + Rdz s’appelle une forme différentielle. Une forme différentielle peut donc
toujours s’interpréter comme la circulation infinitésimale d’un champ de vecteurs. On remarquera la notation
OW, et non pas dW : en fait, la notation d est réservée a la variation infinitésimale d’une fonction. Lorsqu’on
a affaire a une quantité infinitésimale et qu’on ne sait pas si celle-ci provient de la variation d’une fonction,
on utilise la lettre § (delta). Nous reviendrons sur ce point délicat dans la section suivante.

— s
Imaginons maintenant que nous faisions circuler le champ FE le long d’une courbe orientée C', par dépla-
— —

cements successifs dM le long de C, dans le sens positif de circulation (Figure 1.8). La circulation du

— s
champ E' le long de la courbe orientée C' est définie, tout naturellement, comme la somme des circulations

infinitésimales W lorsque M se déplace de A & B en restant sur C, c’est-a-dire

:ﬁéWzﬁﬁ.m:Lde+Qdy+Rdz (1.20)

Une telle intégrale s appelle une intégrale curviligne. Elle peut se calculer grace & une représentation pa—
ramétrique® de la courbe C En particulier, lorsque E est une force F W(C) représente le travail de F

lorsque le point M se déplace de A & B le long de la courbe C’ .

Exemple 1.4 Calculer I'intégrale curviligne I = fE’ ydx + 3xdy, ot C est le demi-cercle de centre O de
rayon R, parcouru de A vers B (Figure 1.9).

—

B am

y M

>

] A

y A
(0] > X
! 4
(G) I R X
© (@] B
A
Figure 1.9 Figure 1.10

Cette intégrale curviligne représente la mrculatlon du champ E = Y 7 + 3xj 7, qu1 est un champ du plan. Ici

dz = 0 car tout se passe dans le plan (O, i _>) Un paramétrage de la courbe C est x = Rcost, y = Rsint,

us

lorsque t varie de —F (point A) a (pomt B). En différentiant, il vient de = —Rsintdt et dy = R costdt.
En remplacant z, dx, y, dy dans Uintégrale curviligne, on obtient

— t=3 2
I = W)= / Rsint. (—Rsint) dt + 3R cost.Rcostdt = RQ/ (3cos®t — sin? t) dt
t:7% —

™
2

usy

= R2/2 (2 (1+cos2t) — 3 (1 —cos2t)) dt:RZ/2 (1 + 2cos2t)dt = R? [t+sin2tﬁ = R%.

us
2

ks
2

Remarque 1.2 Supposons que, dans ’exemple précédent, on fasse circuler E de nouveau de A vers B,

mais cette fois le long du segment I' sur ’axe des y. Pour cette circulation, le parameétre est y, qui varie de
—R & +R. En outre, on a z = 0, et dr = 0 puisque = est constant. Ainsi

o R
W (T) :/R()dyzo.

3Pour plus de précisions sur les représentations paramétriques des courbes, voir le chapitre 1 du supplément Courbes et
géométrie différentielle sur le site touteslesmaths.fr.
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s —
On observe donc que W(T') # W(C). En général, la circulation d’un champ de vecteurs entre deuzx points
A et B dépend du chemin suivi. Ceci nous conduit & la notion de différentielle exacte.

1.6 Différentielle exacte et potentiel scalaire

Définition 1.1 On dit que la forme différentielle W = Pdx+ Qdy+ Rdz est exacte s’il existe une fonction
U=U/ (z,y,z) telle que 6W = dU.

Ceci peut se traduire en écrivant que

oU oUu ou

En d’autres termes, W = Pdx+Qdy+ Rdz est une différentielle exacte s’il existe une fonction U = U (z, y, z)
satisfaisant simultanément

U, U, U

or oy ° 7 0z
Exemple 1.5 La forme différentielle W = y223dx + 2zy23dy + 3zy?22dz est-elle exacte ? Pour le savoir,
on cherche a trouver U telle que dU = §W, c’est-a-dire telle que

an 223 87Ui

f oU
oY _ _ 3 oY _ 2_2
o =Y (1), By 2xyz° (2), 5, = Stz (3).

R. (1.21)

Intégrons (1) par rapport a = (y et z étant considérés comme des constantes). On obtient U = 3?2232+
Constante. Mais cette constante peut dépendre de y et z, puisque y et z sont constants lorsqu’on prend la
dérivée partielle par rapport & x. Ainsi

U=ay’2® + f(y,2) (4).

On dérive alors (4) par rapport a y, pour obtenir %—Z = 2zyz3 + %. Reportons dans (2), il vient % =

Puisque f est une fonction des deux variables y et z, cela signifie que f ne dépend pas de y : donc f ne
dépend que de z. Ainsi f (y,z) = g (z). En reportant dans (4), on obtient

U=ay’2’ +g(2) (5).

Enfin, dérivons (5) par rapport a z et reportons dans (3). Il vient ¢’ (z) = 0, ce qui signifie que g (z) = C =
Constante (une vraie constante, cette fois, puisque g est une fonction de la seule variable Z). Ainsi W = dU,
avec

U =azy*2% +C.
Donc W est une différentielle exacte.

Remarque 1.3 Soit W = Pdx + Qdy + Rdz une différentielle exacte. Alors §W = dU, ou U est une
fonction des trois variables z, y et z, c’est-a-dire du point M, et W s’interpréte comme la circulation

— — — —
infinitésimale du champ £F =P i +Q j + Rk, c’est-a-dire que
§W = dU = E.dM.

L’équation (1.14) montre alors que E = gradU. On dit que E est un champ de gradients. On définit alors
—
le potentiel scalaire V de E par V = —U, c’est-a-dire

— —_—
E = —gradV. (1.22)

Le calcul de I’exemple 1.5 montre que le potentiel scalaire V, comme U, est défini & une constante prés.

Lorsque (1.22) est vérifié, on dit aussi que le champ E dérive d’un potentiel scalaire, ou qu'il est conservatif.
La présence du signe — résulte de l'interprétation physique du potentiel : le travail fourni par une force qui
dérive d’un potentiel, ou force conservative, doit étre positif lorsque V' diminue (le potentiel, ¢’est du travail
en devenir).
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Exemple 1.6 Considérons le champ de pesanteur g = —g? au voisinage du sol (Figure 1.4). Montrons

=
qu’il dérive d’un potentiel. Pour cela, on cherche V tel que g = — VV, c’est-a-dire

W OV Vo

k 1+ +—k.
g ox dy J 0z
En identifiant les 2 premiéres composantes, il vient %—‘; = %—‘; = 0, ce qui signifie que V ne dépend ni de z,

ni de y. Donc V =V (z) . Par identification de la troisiéme composante, il vient

oV
— =V'(2) =

52 (2) =9,

d’ou V = gz + C. On choisit la constante C de telle sorte que V soit nul pour z = 0 (le potentiel de
pesanteur d’un objet & terre vaut 0). On voit finalement que le champ de pesanteur au voisinage du sol
dérive du potentiel scalaire

V =gz

—

On montre de méme que le poids P d’un point matériel de masse m dérive du potentiel scalaire V = mgz.
—

Ainsi ¢ et P sont conservatifs.

Exemple 1.7 Le champ newtonien

= k
r
— —_
dérive d’un potentiel scalaire. Pour le montrer, résolvons I’équation £ = — gradV grace a lexpression du

gradient en coordonnées sphériques (Exercice 1.7), qui s’écrit

= oV _, 190V _, 1 oV_,
V=—le -2 - e, 1.23
v 87"6 +r8969+rsm98g0€w ( )
Les composantes de E suivant eg et e_g: étant nulles, on a %—‘9/ = g—g = 0, ce qui signifie que V' ne dépend
que de 7, c’est-a~-dire V =V (r). Alors
av v k

o V=

Par conséquent V = é + C. On choisit la constante de telle sorte que V soit nul en l'infini, c’est-a-dire

=
lim,_, 1o V = 0. Ceci correspond & C' = 0. Donc le champ newtonien £ = Tﬁze_f dérive du potentiel scalaire

k
V=-.
r

Revenons sur la remarque 1.2. On a vu que, en général, la circulation d’un champ entre A et B dépend du
chemin suivi. Supposons que le champ dérive d’un potentiel scalaire V| ce qui revient a dire que dW est une

différentielle exacte dU, avec V = —U. Alors la circulation de E sur un arc C joignant A et B vaut

W(E):/E(SW:—/BdV.

Or cette intégrale représente la somme de tous les accroissements infinitésimaux de la fonction V =V (M)
entre A et B, c’est-a-dire la variation totale de V entre A et B, qui vaut V (B) — V (A). On en déduit le
résultat fondamental suivant :

Si E dérive d’un potentiel scalaire V, sa circulation entre deux points A et B ne dépend pas du chemin
suivi pour aller de A & B. FElle est égale a la différence de potentiel entre A et B

W (A— B)=V(A) -V (B). (1.24)

.
Un cas particulier remarquable est celui d’une courbe fermée C. Dans ce cas, on part d’un point A de la
courbe pour revenir en A.
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La circulation du champ E') le long de la courbe fermée C se note
W (C) :jﬁéW:jﬁE’.W. (1.25)
c c

Si le champ dérive d’un potentiel scalaire V, alors sa circulation le long de toute courbe fermée est nulle,
puisqu’elle vaut V (4) — V (4) = 0.
Pour terminer, signalons I'importante propriété suivante :

Si dU = Pdx + Qdy est une différentielle exacte, alors

orP  0Q
—_— = 1.2
oy  Ox (1.26)
En effet, si dU est exacte, alors P = %—g et Q = %—[y]. Donc
oP _ 0 (U\_ U 0q _ 0 (U _ oU
Oy Oy \ox) Oyox’ Oxr 0Ox \0dy/) Oxdy
Ainsi (1.26) résulte du théoréme de Schwarz?, qui s’écrit
*U  9*U
Oyox  0xdy’
De méme que, si dU = Pdx + Qdy + Rdz est une différentielle exacte, alors
oP 0 o°P OR 0 OR
_ = Q_ 9k (1.27)

oy  dx  dz  9xr ' 9z Oy

Exercices

Les basiques

Exercice 1.1 (A) Démontrer les formules donnant la différentielle d’une somme et d’un produit (Formules
(1.6)).
Exercice 1.2 (A) Démontrer les formules (1.7) et (1.8).

1
Exercice 1.3 (A) Soit f (z,y) = PN
€T Y

Partant de z = 1, y = 2, on augmente = de 0,003 et y de —0, 001.
1) En utilisant la différentielle, évaluer I’accroissement de f.
2) Calculer la valeur exacte de cet accroissement grace a une calculatrice et comparer les résultats obtenus.

Exercice 1.4 (A,B) Trouver le coefficient directeur de la tangente au point de coordonnées (x,y) du folium
de Descartes®, d’équation cartésienne x2 + 33 = 3xy.
3
Exercice 1.5 (C) Soit U définie en cartésiennes par U = (22 + y? + 22) 2.
e
1) Calculer gradU en coordonnées cartésiennes.

2) Calculer U et gradU en coordonnées sphériques.
—_— —_—
3) Donner les expressions intrinseques de U = U (M) et gradU = gradU (M).

Exercice 1.6 (C) Démontrer la formule (1.23).

. . = - —
Exercice 1.7 (D,F) On considére le champ plan E = 2%y i +axy j .

1) Calculer la circulation de E le long de I’arc T' de parabole y = 22, entre O et le point A (1,1) (Figure
1.10).

4Exercice 33.21, page 445 de Toutes les mathématiques.
5Exercice 1.8 du complément Courbes et géométrie différentielle sur le site touteslesmaths.fr.
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2) Calculer la circulation de F entre O et A, cette fois le long du chemin C constitué des segments de droites
OB et BA, ou B(1,0).
—

3) Le champ E dérive-t-il d’un potentiel scalaire ?

— —
Exercice 1.8 (E,F) Dans l’espace, on considére le champ E défini en coordonnées cartésiennes par E =

— — -
(3z?y+y3) i + (23 +32y?) j +62k.
1) Vérifier, en la calculant, qu’il existe une fonction U telle que

ou ., 3 U 4 o OU
a—gg-3xy+y, ay—az + 3zy”~, 82—62.

2) En déduire que E dérive d'un potentiel scalaire V. Calculer V' de telle sorte que le potentiel soit nul a
l’origine.
3) Calculer la circulation de E entre les points A (1,0, —1) et B(2,-1,3).
Exercice 1.9 (E) Dans l'espace, on considére la forme différentielle
§W = (32* — 62y — 622) dz + (3y® — 32%) dy + (32 — 32?) d=.
Vérifier, en la calculant, qu’il existe une fonction U telle que dW = dU. En déduire que 6W est une

différentielle exacte.

Exercice 1.10 (E) Soit la forme différentielle

2
— 1
ow =Ygy T2,
X X

Vérifier, en la calculant, qu’il existe une fonction U telle que 6W = dU. En déduire que dW est une
différentielle exacte.

Exercice 1.11 (C) Soient Uy = Uy (M) et Uz = Uz (M) des fonctions de trois variables. Démontrer les
formules suivantes :

. R . R R R
1) grad (Uy 4+ Uy) = gradU; + gradUs, 2) grad (U;Us) = Uy.gradUs + Us.gradUs.

Exercice 1.12 (F,G) Montrer que la force F = —ka i est conservative en calculant le potentiel scalaire
V' duquel elle dérive.

Les techniques

Exercice 1.13 Les fonctions x et y de la variable ¢ sont liées par les relations zy = 1 et 3% — 22 = 2t.
Calculer en fonction de x et y :

gy B, &y
dt’ dt’ dt?’ dt?”

Exercice 1.14 Les variables p, v, T sont liées par une relation de la forme f (p,v,T) = 0. On suppose que

l
dU=CdT +(l—p)dv et dS= %dT+ Tdv
sont des différentielles exactes.
1) Quelles variables indépendantes a-t-on choisi ?
Ip
2) P | =T—.
) Prouver que 3T
Exercice 1.15 On considére la forme différentielle
—y T
oW = d dy.
m2+y2 x+l'2+y2 Y

1) Dans quel domaine cette forme différentielle est-elle définie ?

2) Calculer lintégrale curviligne I = j% 6W, ot C est le cercle de centre O de rayon 1, parcouru dans le
sens trigonométrique.

3) W dérive-t-elle d’un potentiel scalaire dans le plan privé de Porigine O ?

4) La réciproque de (1.26) est-elle toujours vraie ?



Chapitre 2

Intégrales doubles

Les intégrales doubles sont la généralisation naturelle des intégrales simples (de fonctions d’une variable sur
un intervalle) aux fonctions de deux variables sur un domaine D du plan.

Apres avoir étudié ce chapitre, vous devez :

A. Savoir calculer une intégrale double en coordonnées cartésiennes.

B. Connaitre 'expression de 1’élément de surface d.S en coordonnées polaires, et savoir calculer une intégrale
double en coordonnées polaires.

C. Savoir utiliser la formule de Green-Riemann pour transformer une intégrale double en intégrale curviligne.

2.1 Notion d’intégrale double

Soit U = f (M) = f (x,y) une fonction de deux variables, définie dans un domaine D. Lorsqu’on fait varier
le point M (z,y) dans D, et qu’on reporte en hauteur U = f (M), on obtient la représentation graphique
de f, qui est une surface ¥ de l'espace (Figure 2.1).

Entourons maintenant le point M par une surface infinitésimale dS. Alors f (M) dS représente le volume
du cylindre infinitésimal dessiné figure 2.1 : ce cylindre a pour base dS et pour hauteur U = f(M). Ce
volume est compté algébriquement, c’est-a-dire positif si M est situé au-dessus du plan Ozy, négatif dans
le cas contraire. Lorsqu’on fait la somme de tous les f (M) dS pour tous les points M de D, on obtient une

intégrale double, qu’on note
I // £ (M) dS. (2.1)
D

Cette intégrale double représente, mathématiquement, le volume algébrique compris entre le plan Oxy et la
surface ¥ représentative de f. La notation utilisée (un double signe d’intégration), renvoie a la fois au fait
que le domaine d’intégration D est a deux dimensions, et que le procédé de calcul, comme nous le verrons,
utilise deux intégrations successives.

Yrin(X)
¥ y dy

v

Xmini 4
/
X
dx £

Figure2.1 Figure2.2
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2.2 Calcul en coordonnées cartésiennes

En coordonnées cartésiennes , ’élément de surface dS s’obtient en faisant varier z de dz et y de dy (Figure
24.2). Alors dS est un rectangle de cotés dz et dy, donc

dS = dzdy. (2.2)

. / /D £ () dzdy. (2.3)

Expliquons comment elle se calcule a laide de Uinterprétation géométrique (Figure 24.2). Pour une valeur
donnée de x comprise entre Tyin €t Tmax (la plus petite valeur de  dans D, et la plus grande), faisons
varier  de dx. On définit ainsi une tranche infinitésimale, paralléle au plan OyU, d’épaisseur dz. Soit S, la
surface de cette tranche. Le volume de la tranche est infinitésimal, et vaut dV, = S,dz. Le volume sous la
surface X, c’est-a-dire I'intégrale double I, est la somme de tous ces volumes infinitésimaux. Par conséquent

T=Tmax T=Tmax
I= // [ (z,y) dzdy :/ dVy :/ Spde. (2.4)
D T T=Tmin

=ZTmin

L’intégrale double I s’écrit alors

Il reste a trouver S,. Si nous regardons la figure 2.2 suivant ’axe des = (Figure 2.3), nous voyons que S, est
tout simplement la surface sous la courbe U = f (z,y) pour z fixé, entre les droites verticales y = ymin () et
Y = Ymax (€). Ces deux valeurs correspondent a Uentrée et la sortie dans le domaine D pour z fixé (Figures
2.3 et 2.4).

A

ut U = f(x,y) y
Yimax(X) D
S( ymin(x)

X

O ymin(x) ymax(x) "y o Xmin X Xmax'

Figure2.3 Figure2.4
(vue dans|'axe Ox) (vue de dessus)
On a donc S, = yy::;J::ZS) f(z,y)dy. En reportant dans (2.4), on obtient la formule fondamentale per-

mettant le calcul des intégrales doubles :

T=Tmax Y=Ymax(T)
[ 1@y = [ ( / f(w,y)dy> o (25)
D T=Tmin Y=Ymin (T)

En intervertissant les roles de x et y, on voit que 1’on a aussi

Y=Ymax m:mmaX(y)
/ / f () dedy = / / f () da | dy. (2.6)
D Y=Ymin xzzmin(y)

Exemple 2.1 Calculer l'intégrale double I = / / zydzdy, ou
D

D={(z,y) €eR® /2z+y<2;2+y>1; 2>0}.

On représentera systématiquement le domaine d’intégration D suivant le modéle de la figure 2.4. Les points
de D sont ici définis par 3 conditions :

a) x > 0 signifie que les points de D sont & droite de 1’axe Oy car leur abscisse est positive.

b)2rx+y <2&y< —2x+2: les points M (x,y) vérifiant cette inégalité sont les points situés sous la
droite (D;) d’équation y = —2x + 2. En effet, 'ordonnée y des points de la droite vérifie y = —2z + 2. Si
y < —2x + 2, Pordonnée est plus petite, donc on est au-dessous de la droite.
c)z+y>1sy>—x+1:lespoints M (z,y) de D sont donc situés au-dessus de la droite (Ds) d’équation
y=—x+1.
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Par conséquent le domaine D est le triangle représenté figure 2.5.

Ay
2

ymax(x) =-2x+2
1 D,
Ymin(X) =-Xx+1
D,

Xmin=0| X Xmx=1 "X Figure2.5

Des lors que le domaine d’intégration est représenté, on calcule I en utilisant la formule (2.5). On a d’abord
ZTmin = 0 €t Tmax = 1. Par ailleurs, pour x fixé entre iy €t Tmax (voir Figure 2.5), on voit que ymin (z) =
—2z 4+ 1 et Ymax () = =22 + 2. Donc

r=1 y=—2x+2 z=1 1 y=—2x+2
I :/ (/ xydy) dx :/ x [gf] dx.
=0 y=—x+1 =0 2 y=—x+1
On notera que x s’est mis en facteur dans 'intégrale intérieure, puisque c’est une constante lorsqu’on intégre
R . . . 2 2
par rapport & y. Il vient maintenant, puisque (—2z +2)" =4 (—xz 4+ 1)7,

1=t 2 2 3 [ 2
I=- x((—2x—|—2) —(—x—i—l))dac:f z(—z+ 1) dz.
2 =0 2 0

En développant (—z + 1)2 , on obtient finalement

1 1
1 2 1
S S

2.3 Calcul en coordonnées polaires

On obtient ’¢lément de surface dS en polaires en faisant varier r de dr et 6 de df (Figure 2.6). Alors dS est
un rectangle infinitésimal de longueur dr, de largeur rdf (arc de cercle de rayon r, d’angle au centre df).
Donc

dS = rdrdf. (2.7)
L’intégrale double I s’écrit alors
I= // f(M)dS:// f(r,0) rdrdf.
D D
A
y
ds
g S
y=rsing f---—-----% Y dr

r "M
q : . X

X =rcosq
Figure2.6 Figure2.7

Dans la pratique, en représentera le domaine D, puis on calculera I par deux intégrations successives, comme

dans la formule (2.5) :
0=0max T':T'maX(e)
//9(7“7 0) rdrd&z/ / rg (r,0) dr | df. (2.8)
D 0=0min 7'=7'min(9)
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Ici on balaye le domaine D en faisant varier 6 de Oy & Omax (Figure 2.7). Pour une valeur fixée de 6, la
plus petite valeur de 7 (o on pénétre dans D) est 7y (0) et la plus grande valeur de r (ot on sort de D)
est Tmax (0) .

Exemple 2.2 Calculer en passant en coordonnées polaires

dzdy ) .

Dans l'intégrale I, donnée en coordonnées cartésiennes, dS = dxdy représente I'élément de surface dS. On
le remplace par dS = rdrdf, et on remplace x et y par x = rcosf, y = rsinf. On obtient

/ / rdrd0 / / drdf
I = 5 = .
D T D T

2

Par ailleurs, l'inégalité 1 < z2 + y2 < 4 g%écrit 1 <r <2carr? =22+ y2. Le domaine D est donc une

portion de couronne circulaire (Figure 2.8).

"
D
rmax(q) = 4sing
q '
) 1 2 0 >
Figure2.8 Figure 2.9

On voit que Onin = 0, Omax = 5. En outre, pour une valeur fixée de 6, rmiy (0) = 1 et rmay (0) = 2. Par

conséquent
0=0max r=Tmax(0) d 0:% r;gd
[ e
0=0min r=rmin(0) T 0=0 r=1 T

Or l'intégrale centrale f::f d% ne dépend pas de 0. Elle se met donc en facteur dans I'intégrale par rapport

a 0 et I s’exprime ici comme le produit de deux intégrales simples :

r=2 0:%
I:/ @x/ a0 = Z1n2.
r=1 T 0=0 2

Remarque 2.1 L’utilisation des coordonnées polaires dans un calcul d’intégrale double est recommandée
lorsque le domaine d’intégration D est un secteur de cercle ou de couronne circulaire de centre O. Dans ce
cas, en effet, les bornes iy (0) et rmax () ne dépendent pas de 6.

Exemple 2.3 Calculer en passant en coordonnées polaires
Iz//mdxdy, D:{(az,y)eR2/x2+y2—4y§0;x20}.
D

L’intégrale double s’¢crit I = [, rcos@.rdrdd = [[, r? cosfdré.

L’inégalité 2% + y? — 4y < 0 représente I'intérieur du cercle (C') d’équation cartésienne z2 + y? — 4y = 0.
Il s’agit du cercle de centre Q(0,2) de rayon R = 2. Ce cercle passe par O. Son équation polaire est
r? — 4rsinf = 0, c’est-a-dire r = 4sin (voir Section 7.3 de Toutes les mathématiques). Puisque x > 0, D
est un demi-disque (Figure 2.9).

La figure 2.9 montre que Onin = 0 et Omax = 5. En outre, pour une valeur fixée de 0, on a ry;i, (6) = 0 et
Tmax (#) = 4sin 6 car ’équation polaire de (C') est r = 4sin§. Donc

0=0max T=Tmax (0) 0=7% r=4sin 0
I = / / r2 cosOdr | do :/ cos 6 / r2dr | do
0=0min r=Tmin (0) =0 r=0

9:% 1. r=4sin 0 64 9:% 16 . 16
/ cosf | =73 dh = —/ cosfsin® 0dh = — [sin4 0] = —.
6=0 N 3 Jo=o 3 0 3
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2.4 Intégrale double sur un pavé

Soit I = [, f p [ (u,v) dudv une intégrale double. On dit que le domaine d’intégration D est un pavé si les
bornes vmin (1) et vmax (u) sont indépendantes de u. Dans ce cas, (2.5) s’écrit

//f U, V dudv—/ o (/_mxf(u,v)dv>du.

Lorsque les variables d’intégration sont les coordonnées cartésiennes, un pavé est un rectangle dont les cotés
sont paralleles aux axes (Figure 2.10). Lorsque les variables d’intégration sont les coordonnées polaires, un
pavé est un secteur de cercle ou de couronne circulaire (Figure 2.11).

A

ymax

Ymin

(6] Xmin X Xmax

Figure2.10 Figure2.11
(pavé en cartésiennes) (pavé en polaires)

Dans les applications on rencontre souvent l'intégrale double sur un pavé D d’un produit f (u,v) =
g (u) h(v). Dans ce cas

// v) dudv = / g (u) </ h(v) dv) du.
Or [~

V=Umex b (v) dv est 'intégrale d’une fonction de v, entre deux bornes indépendantes de u. C’est donc

V=Umin

une constante et elle vient en facteur, d’ou

V=VUmax U=Umax
// dudv—/ h(v)dvx/ g (u)du
V=VUmin U=Umin

Ainsi, lintégrale double sur un pavé du produit d’une fonction de u et d’une fonction de v s’écrit comme le
produit de deux intégrales simples. C’est le cas, notamment, dans ’exemple 2.2.

Ymax becacomooaaaao_2 A
X
Ymax(X) © | D
y l
: s
Yrmin(X) AN |
Ymin E C E .
Xmin Xmin(Y) X Xmax(y) Xmex Figure2.12

2.5 Formule de Green-Riemann

Soit (C') une courbe fermée orientée sans point double (Figure 2.12), parcourue dans le sens trigonométrique.
Soient P = P(z,y) et Q@ = Q (x,y) des fonctions de deux variables, définies et admettant des dérivées
partielles sur (C) et en tout point de l'intérieur D de (C). La formule de Green-Riemann s’écrit :

// <8Q 85) drdy = 7%5) Pdz + Qdy. (2.9)

Elle permet de transformer une intégrale double en intégrale curviligne.
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Démonstration En séparant l'intégrale double en deux, on a

(32— ] 2
Jy 0
Y=Ymax r= zmax(y) T=Tmax Y=Ymax :I?) P
/ (/ wdgdy_/ (/ 0 dy>d
Y=Ymin m:xmin(y) 8 L=Zmin y:ymin(m) ay

o = max(y) e -
[ eezm e [ e e

=Ymin

=Zmin

Il en résulte que

(22 iy - / Qe () )y - / Qi ) )y

S A
—/ P (2, Ymax (a:))dm—l—/ P (2, Ymin (2)) dz.
T=Tmin T=Tmin

Interprétons les quatre intégrales qui apparaissent comme des intégrales curvilignes grace a la figure 2.12.
On observe que :

Ymin

fj Yo O (Tmax (), y) dy = fé_}x( ) Q (z,y) dy, 'arc CA(g) étant parcouru sur la partie située a droite de
d

(C) . Cette circulation correspond donc au sens trigonométrique sur (C) .

fyy Yo O (@min (v),y) dy = fg Q (w,y) dy, I'arc CA(y) étant parcouru sur la partie située a gauche

de (C). On en déduit que fy_yy"“" Q (xmm( ),y)dy = — IAE Q (x,y) dy, 'arc AC,) étant parcouru sur
min (9)

la partie située a gauche de (C'), avec un sens de circulation qui correspond au sens trigonométrique sur

().

) [0 P2, Ymax (2)) dz = f%(,) P (x,y) dx, 'arc BD(j étant parcouru sur la partie située en haut

L=Tmin

T=ZTmax s
de (C) . Par conséquent / P (2, Ymax (2)) dx = f/g P (x,y) dx, I'arc DB ) étant parcouru sur la
DB
partie située en haut de (C), avec un sens de circulation qui correspond au sens trigonométrique sur (C).

T=ZTmin

.
d) [720 P (2, Ymin () dz = fé_b(b> P (z,y) dx, Varc BD ;) étant parcouru sur la partie située en bas de

Tmin

(C), donc dans le sens qui correspond au sens trigonométrique sur (C) .

On obtient donc finalement

// ( )d dy ~ Qzydy+ | . Q(z,y)dy
Iy CA AC(g)
+/(_‘ P(x,y)dm—t—/{_‘ P (z,y)dx

DB ) BD )
?{(8) Q(z,y)dy + f(?) P (z,y)dx = j{(E’) Pdz + Qdy.

Exemple 2.4 Utiliser la formule de Green-Riemann pour calculer :

2
I://y2d:cdy, oﬁD:{(x,y)€R2/z+y2§1}.
D

Ici D est lintérieur de lellipse! (C) d’équation cartésienne % + 9% = 1 et d’équation paramétrique z =
2cost; y =sint. L’ellipse est parcourue dans le sens trigonométrique lorsque t varie de 0 a 2.

1Pour une présentation élémentaire de I’ellipse, voir le chapitre 2 du complément Courbes et géométrie différentielle sur le
site touteslesmaths.fr.
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Pour appliquer la formule de Green-Riemann au calcul de I, choisissons P = 0, et @ = zy?, de telle sorte
que %—S = 42, 1l vient alors

Jfaeas= [, (5 =57 ) o= gy s @t = f i

2m 2m
Or dy = costdt, donc I = 2costsin? t costdt = 2/ sin? t cos? tdt.
0

0
Puisque sin 2t = 2sint cost, on obtient finalement

2

1 2w 1 2m 1 1
Izi/o sin22tdt:Z/0 (1—cos4t)dt:4{t—4sin4t]0 :g.

Remarque 2.2 Si on prend, dans la formule de Green-Riemann, @ = 0 et P = —y, celle-ci s’écrit

J[ awtu=[[ (3@_35) dxdyz—%(g>ydx.

Or [[,dxdy = [[,dS = S, surface intérieure & (C). On voit donc que la surface intérieure a la courbe
fermée (C') est donnée par la formule
o f 210
()

De méme, en prenant ) = x et P = 0, on obtient
S = ‘7{_* xdy. (2.11)
()

Exercices

Les basiques

Exercice 2.1 (A) Représenter le domaine D du plan défini par
D={(z,y) /220,y>0, z+y<1},

puis calculer lintégrale double I = [ z?ydady.
Exercice 2.2 (A) Soit D = {(z,y) /z>1, y>1, z+y <4}. Calculer

// dxdy
(z+ y
Exercice 2.3 (A) Calculer I = [[ \/zdxdy, avec

D={(z,y) />0,y>0, 2> <y<az}.

Exercice 2.4 (B) Soit D = {(z,y) / 2* +y? < 1}.
Calculer en passant en coordonnées polaires

= / / _ dwdy
B D 1+ 2 + y2 ’
Exercice 2.5 (B) Soit R un parameétre réel strictement positif et soit
D={(z,y) /0<y<uz a*+y* < R?*}.

Calculer en passant en coordonnées polaires I = ffD (332 — y2) dxdy.
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Exercice 2.6 (A,B) 1) Construire (C) d’équation (z — 1)* 4+ 32 = 1.
2) Déterminer I’équation polaire de (C).

3) On note D = {(x,y) ER?/ (z—1)° +92 Sletyzo}.
Calculer I = [ fD ydxdy en utilisant les coordonnées cartésiennes.

4) Calculer I en utilisant les coordonnées polaires.

Exercice 2.7 (B) Soit D = {(z,y) / 2® +y?> -2y < 0}.
Calculer J = [ fD (x2 + y2) dxdy en passant en coordonnées polaires.

Exercice 2.8 (C) Calculer l'intégrale I de l'exercice 2.6 en utilisant la formule de Green-Riemann.

Exercice 2.9 (C) Soient a et b deux réels tels que 0 < b < a, et

LL’Q y2
D:{(:my) /a2+62<1}

AR R

Exercice 2.10 (A,C) Soit a un parameétre réel strictement positif et soit

Calculer I'intégrale double

en utilisant la formule de Green-Riemann.

D={(z,y) /0<z<a, 0<y<b}.

I://dedy.
D2 +y? + a?

1) En utilisant les coordonnées cartésiennes.
2) En utilisant la formule de Green-Riemann.

Calculer I'intégrale double

Les techniques

Exercice 2.11 Soit R un parameétre réel strictement positif. Soit D l'intérieur du cercle de centre O de
- —
rayon R, situé dans le plan (O, i, j ) (Figure 2.13).

z
M

O
i
« Figure2.13

Soit M (0,0,h) un point donné sur 'axe des z. Soit P un point quelconque décrivant D, et soit do une
surface infinitésimale entourant le point P. Calculer I'intégrale double

/ / PM. k
o[
Exercice 2.12 On se propose de calculer I'intégrale

1
J:/ 7111(1—}—3:)6[%
0

1422

1) Montrer que, pour tout réel z positif,

1

xdy

In(l1+2 :/ .
( ) o 1+ay



EXERCICES

2) En déduire que, pour un domaine D du plan & préciser,

// zdzdy
1+22) (1+ay)

// ydxdy
1+ xy)’

3) Expliquer pourquoi on a aussi

En déduire que

T+y
2J = dxdy.
// (1+22?) 1+y)xy

4) Déterminer la valeur de J.

19



Chapitre 3

Intégrales triples

En généralisant les intégrales simples (sur un intervalle) et les intégrales doubles (sur un domaine du plan),
on obtient les intégrales triples (sur un volume de I’espace). Dans ce chapitre, nous définissons les intégrales
triples (Section 3.1) et montrons comment les calculer en coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphériques
(Sections 3.2, 3.3 et 3.4). Enfin, dans la section 3.5, nous montrons comment la notion de barycentre! permet
de définir le centre d’inertie d’un solide grace a des intégrales simples, doubles ou triples et donnons des
exemples de calculs de centres d’inertie. Aprés avoir étudié ce chapitre, vous devez :

A. Savoir calculer une intégrale triple en coordonnées cartésiennes.

B. Connaitre Pexpression de I’élément de volume dV en coordonnées cylindriques et savoir calculer une
intégrale triple en coordonnées cylindriques.

C. Connaitre l'expression de I’élément de volume dV en coordonnées sphériques et savoir calculer une
intégrale triple en coordonnées sphériques.

D. Savoir trouver le centre d’inertie de solides simples.

E. Savoir utiliser les théorémes de Pappus-Guldin.

3.1 Notion d’intégrale triple

Soit U = f (M) = f(x,y, z) une fonction de trois variables, définie dans un volume ¥ de I’espace. Soit dV
un volume infinitésimal entourant le point M. Lorsqu’on fait la somme de toutes les quantités infinitésimales
f (M) dV pour tous les points M de X, on obtient une intégrale triple,

I:///Ef(M)dV. (3.1)

Par analogie avec les intégrales doubles, le triple signe d’intégration renvoie a la fois au fait que le domaine
d’intégration X est a trois dimensions, et que le procédé de calcul utilise trois intégrations successives.

Exemple 3.1 En mécanique, on définit le moment d’inertie Jo d’un point matériel M de masse m, en
rotation autour d'un axe A, par

2
Ja =m HMHH , (3.2)
H étant la projection orthogonale de M sur A (Figure 3.1).

D

(m)

4« (m)

Figure3.1 Figure 3.2

IVoir la section 6.5 de Toutes les mathématiques (page 59).
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Un exemple élémentaire est celui du pendule simple : une tige de longueur I, de masse négligeable, &
Pextrémité de laquelle est fixée une masse m de petite taille (Figure 3.2). Le pendule oscille autour de 'axe
horizontal A. Par définition, son moment d’inertie par rapport & A est Ja = miZ.

Considérons maintenant un solide mobile autour d’un axe A, et pas seulement un point matériel. Nous
envisagerons trois cas :

a) Le solide considéré est un fil homogene I (Figure 3.3). Le fait qu'il soit homogene se traduit par Pexistence
d’une masse linéique (masse par unité de longueur) constante p. Nous entourons un point M d’une longueur
infinitésimale de fil dl. Ce petit morceau de fil a une masse infinitésimale dm = udl.

La contribution infinitésimale dJa du point M au moment d’inertie Ja vaut, en accord avec (3.2),

2
dJa = HMHH dm.

On définit alors le moment d’inertie total du fil comme la somme des moments d’inertie de chacun de ses
points, c’est-a-dire
2
JA:/ dJA:u/ HMHH dl.
F F

D

D M H
gse— !

Figure 3.3 Figure 3.4 Figure 3.5

b) Le solide considéré est une plaque homogene D (Figure 3.4). La plaque a alors une masse surfacique
(masse par unité de surface) constante p. Nous entourons un point M d’une surface infinitésimale dS. Ce
petit morceau de plaque a une masse infinitésimale dm = pdS. La contribution infinitésimale dJa du point
M au moment d’inertie Jo vaut alors

2
dJs = HMHH dm,

et le moment d’inertie total de la plaque est défini par

Ja = //DdJA :M//D HJ\WIH2ds. (3.3)

c¢) Enfin, si le solide considéré est un volume homogeéne ¥ (Figure 3.5), il posséde une masse volumique
(masse par unité de volume) constante p. Nous entourons alors le point M d’un volume infinitésimal dV.
Ce petit morceau de solide a une masse infinitésimale dm = udV.

La contribution infinitésimale dJa du point M au moment d’inertie Jo vaut dans ce cas

2 2
dJA:HMHH dm:uHMHH v,

et le moment d’inertie total du solide est défini par

Ja = ///ZdJA - ,L///E HJ\W{szV. (3.4)

On voit sur cet exemple que les intégrales simples, doubles et triples correspondent toutes les trois au méme
phénomeéne de sommation, mais sur des objets & une, deux ou trois dimensions. Les exercices 3.7 & 3.12
proposent quelques calculs élémentaires de moments d’inertie dans ces trois cas.
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3.2 Calcul en cordonnées cartésiennes

Par analogie avec les intégrales doubles, en coordonnées cartésiennes I’élément de volume dV s’obtient en
faisant varier = de dx, y de dy et z de dz. Alors dV est un parallélépipede rectangle de cotés dx, dy et dz,
donc

dV = dzdydz. (3.5)

- / / /E £ (., 2) dedydz.

Expliquons comment elle se calcule, toujours par analogie avec les intégrales doubles. On représente d’abord
le domaine d’intégration ¥ (voir la figure 3.6, qui correspond & l'exemple 3.2 ci-apres). Pour une valeur
donnée de x comprise entre Ty €t Tmax (la plus petite valeur de z dans ¥ et la plus grande), le plan
vertical d’abscisse x, paralléle au plan Oyz, découpe dans ¥ une surface X,. Cette surface 3, peut se
représenter dans le plan Oyz (Figure 3.7). Alors la formule fondamentale (2.5) du calcul des intégrales
doubles se généralise sous la forme

1= ///Ef(m,y,z) drdydz = /;jm (//Emf(cc,y,z) dydz) dz. (3.6)

On peut évidemment intervertir les roles de z, y et z.

L’intégrale triple I s’écrit alors

Zrex(X,Y)
S,
Zmin(XIY) |

Ymin()! y Yimex(X)

Figure 3.6 Figure 3.7

On voit donc que I se raméne a trois intégrations successives :

T=Tmax Y=Ymax(T) 2=2Zmax(T,y)
I:/ / / f(x,y,2)dz | dy | da. (3.7)
T=Tmin Y=Ymin (T) 2=Zmin (Z,Yy)

Exemple 3.2 Calculer Dintégrale triple I = [[[ (2 — ) ydedydz, ou
Zz{(m,y,Z)GRB/mZO,yZO,zzo,ererng}.

Le domaine d’intégration 3 est défini par 4 conditions. Les trois premiéres inégalités signifient que X est
limité par les plans Ozxy, Oyz, Oxz. La quatriéme signifie que les points M de ¥ sont situés au-dessous du
plan d’équation = + y + z = 2, qui se représente en construisant ses points d’intersection avec les axes O,
Oy, Oz (voir Exemple 9.2, page 93 de Toutes les mathématiques). Ces points sont A(2,0,0), B (0,2,0) et
C(0,0,2). Ainsi ¥ est I'intérieur du tétraédre représenté dans la figure 3.6 (un tétraedre est un solide de
Pespace limité par 4 faces planes). Il est clair ici que Zyin = 0, Ziax = 2. Donc

= [ = - [ o)

On se raméne donc maintenant & calculer une intégrale double, la seule complication étant que le domaine
Y, dépend de x (Figure 3.7). Pour z fixé, on a ymin () = 0. Pour déterminer ymax (x), observons que
la droite oblique de la figure 3.7 représente l'intersection du plan d’équation = + y + z = 2 avec le plan
vertical d’abscisse . Donc tous les points de cette droite vérifient I’équation x + y + z = 2. La valeur de
Ymax (z) correspond & z = 0 dans cette équation, donc ymax () = 2 — z. Ensuite, pour y fixé dans 3,
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on a Zmin (,y) = 0 et zmax (z,y) = 2 — x — y puisque le point de coordonnées (y, zmax) vérifie I’équation
x +y+ 2z =2 (Figure 3.7). Il vient donc

=L e (UL e e ([ ) e

car y se met en facteur dans I'intégrale par rapport a z. Par conséquent

1:/30:2(2_9[;) (/yz“y(z—x—y)dy> da.

Pour calculer U'intégrale en y, on distribue le y sur la parenthése. On prendra garde, cependant, & ne pas
dissocier 2 — x, qui est une constante quand on intégre par rapport o y. Il vient

/ T ( / T ey ) do = [ T e-or - R

=0 =0 =0 y=0

1

1 [*=2 A 171 512 28 16
- 2 a)de=>|--(2- e
6/3520( z) de 6{ 5 ( m)]o 30 15

3.3 Calcul en coordonnées cylindriques

On obtient ’élément de volume en coordonnées cylindriques en faisant varier r de dr, 6 de df et z de dz
(Figure 3.8). Alors dV est un parallélépipede rectangle infinitésimal de longueur dr, de largeur rdf (arc de
cercle de rayon r, d’angle au centre df), de hauteur dz. Donc

dV = rdrdfdz.

Comme en coordonnées polaires, on balayera le domaine ¥ grace a langle 0 (ce qui correspond ici & une
rotation autour de axe Oz), et Uintégrale triple I = [[ [, f(M)dV s’écrit

1= / / /E F(r,0,2) rdrdddz — /0 :im < / [ Fr0.2) rdeZ) do. (3.8)

Figure 3.8 Figure 3.9

Exemple 3.3 Calculer le moment d’inertie d’un cylindre plein, homogéne, de rayon R et hauteur h, par
rapport a son axe de révolution. On choisit le repére de telle sorte que ’axe de révolution A soit 'axe des
z (Figure 3.10).

Figure 3.10 Figure3.11
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On voit sur la figure 3.10 que la distance du point M a ’axe est précisément le r des coordonnées cylindriques.
Ainsi, si p est la masse volumique, on a

JA:p///zH]\WIHQCZV:u///2r2dV:u///Er3drd0dz.

En coordonnées cylindriques, on balaye le domaine d’intégration par 6. Ici 0 varie de 0 a 27. Pour 0 fixé, la
section Xy de ¥ se représente dans le plan Orz (Figure 3.11) et c’est ici un rectangle. On a donc visiblement
Tmin = 0, Tmax = Ry Zmin (0,7) = 0, Zmax (0,7) = h. Ainsi

=21 0=2m r=R z=h
JA = /1/ <// r3drdz) do = u/ (/ 3 </ dz) dr) do.
6=0 g 0=0 r=0 2=0

On retrouve la notion d’intégrale sur un pavé, déja vue pour les intégrales doubles : les bornes pour 0, r
et z sont indépendantes. L’intégrale triple se décompose alors sous la forme d’un produit de trois intégrales

simples :
z=h r=R 0=27 -
JA = ,u/ dz X / r3dr x / do = §uhR4.
z=0 r=0 6=0

En général, le moment d’inertie d’un solide s’exprime & ’aide de la masse totale M. En notant V' le volume
du solide, on a M = pV. Ici V = 7R%h, donc p = % = % et

J *Ex M
AT 9" TR

1
x hR* = iMRQ.
Remarque 3.1. L’utilisation des coordonnées cylindriques dans un calcul d’intégrale triple est recommandée

lorsque le domaine d’intégration X est un solide de révolution : cylindre, cone de révolution, ... & ’exception
de la spheére, ou on utilise plutot les coordonnées sphériques.

3.4 Calcul en coordonnées sphériques

L’élément de volume en coordonnées sphériques s’obtient en faisant varier r de dr, 6 de df et ¢ de dy
(Figure 3.9). Alors dV est un parallélépipede rectangle infinitésimal de longueur dr, de largeur rdf (arc de
cercle de rayon r, d’angle au centre df)). Sa troisiéme aréte a pour longueur r sin fdy (arc de cercle de rayon
rsin 6, d’angle au centre dy). Par conséquent

dV = r?sin Odrdfdep. (3.9)

L’intégrale triple I s’écrit alors

I:///Ef(M)dvz///Ef(r,o,@ 72 sin Odrdfdz (3.10)

On balaye & nouveau le domaine d’intégration par rotation autour de ’axe Oz, c’est-a-dire ici grace a 'angle

©, et il vient
P=Prmax
1 :/ // f(r,0,0)r?sin0d0dr | de. (3.11)
$=Pmin o

On utilise les coordonnées sphériques lorsque le domaine d’intégration est une sphére ou portion de sphére.

Exemple 3.4 Soit R > 0. Calculer I = [[[. zdzdydz, on
L ={(z,y,2) €R® J2® + > + 2> < R* , 2> 0}.

Ici ¥ est l'intérieur d’une demi-sphere de centre O de rayon R (Figure 3.12).
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Y
v

Figure3.12 Figure 3.13

Pour transformer I'intégrale I, donnée en coordonnées cartésiennes, on remplace z par r cos§ et dV = dxdydz
par dV = r2sinfdrdfdy. En coordonnées sphériques, on balaye le domaine d’intégration par ¢, qui varie
de 0 & 27. Pour ¢ fixé, la section de X est représentée dans la figure 3.13. C’est un quart de disque. On voit
que emin = 07 omax = ga Tmin (90,0) = 07 Tmax (90’8) = R. Donc

=27 =27 0=7% r=R
1= / (// 3 sin 0 cos 9drd9> dy = / (/ (/ 7“3d7“> sin 0 cos 9d9> dy.
©=0 PP ©=0 6=0 r=0

Il s’agit, 1a encore, d’une intégrale triple sur un pavé. Elle se décompose sous la forme d’un produit de trois
intégrales simples :

=2 =% r=R 1 N s
I= / dep X / sin 6 cos 0df x / r3dr = 27 x {sinQ e] X [#] = —RY.
©=0 0=0 r=0 2 0 4 0 4

3.5 Centre d’inertie d’un solide

3.5.1 Solide idéal

Considérons d’abord le cas idéal ou le solide (S) est formé d’un nombre fini de points matériels Ay, - -+, Ay,
de masses respectives myq, - -+, my,. On parle ici de masses au sens de la physique. Par définition, le centre
d’inertie du solide (S) est le barycentre? G' du systéme (Ay,m1),- -+, (A, m,). Il vérifie donc la relation

—

— — —_—
miGAL + meGAs + -+ +m,,GA, = 0. (Pl)

En outre, pour tout point M de ’espace, on sait que

— 1 —_— — —
MG = o (mMA] +moMAs +---+m,MA, ), (P2)
— = —
ot M =my+ms+---+m, est la masse totale du solide. Si ’espace est rapporté a un repére (O, i, j, k),
on déduit immédiatement de (P2) en prenant M = O que le centre d’inertie G de (A1, m1), -+, (An,my)
a pour coordonnées
1 1 n
T = — (M1T1 + Moz + -+ MpTy) = — M
G M(ll 242 nn) Mk=1 kLk,
L (g + Mg+t M) = 30 3.12
=—(m m oo 4+m = — MEYk, )
ya = 7 (M 2Y2 nYn) = P kYk (3.12)
1 n
2g = — (M121 + Moz +---+Mmpzy) = — M2k,
G M( 1<1 242 n n) M kgl k<k
ol Ty, Yk et zx sont les coordonnées de Ay pour tout k = 1,2,...,n. On notera que (3.12) exprime que les

coordonnées du centre d’inertie sont les moyennes pondérées des coordonnées des points du systéme.

2Voir la section 6.5 de Toutes les mathématiques (page 59), qui contient toutes les démonstrations des propriétés du
barycentre.
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Il résulte en outre des propriétés générales des barycentres que le centre d’inertie d’un solide idéal vérifie les
propriétés suivantes :

(P3) Si les points matériels (A1,my), -+, (An,my) sont alignés sur une droite (D), alors leur centre
d’inertie G appartient & (D).

(P4) Si les points matériels (A1, my), -, (An,my) sont coplanaires dans un plan (P), alors leur centre
d’inertie G appartient o (P).

(P5) Le centre d’inertie d’un systéme de points matériels est inchangé (A1,my), -+, (An,my) si on mul-
tiplie tous les masses my, ..., my par un méme réel \ # 0.

(P6) Si G est le centre d’inertie du systéme de points matériels

(Alvml) ) (A27 m2) LA (Apvmp) ) (A;DJrlvm;DJrl) y T (Am mn) ’
et si G' est le centre d’inertie de (A1, m1),---, (Ap,myp), alors G est le centre d’inertie de
(Glaml +m2+"'+mp)u (Ap+17mp+1)7"' ) (Anamn)

Ce dernier résultat est connu sous le nom de théoréme d’associativité. Il montre que, dans un calcul de centre
d’inertie, on peut remplacer une partie des points du systéme par leur centre d’inertie, affecté de la somme
des masses de cette partie.

3.5.2 Solide réel

Un solide réel, avec une distribution continue des masses, est constitué d’une infinité de points A. On entoure
chaque point A d’une masse infinitésimale dm. Dans la relation (P2) ci-dessus, la somme finie se transforme
en intégrale. Le centre d’inertie G est alors défini ainsi : pour tout point M de I’espace,

—_ 1 —
MG = —/MA.dm. (3.13)
MJs

Dans ce cas, la relation (P1) s’écrit

— —
/ GA.dm=70. (3.14)
S

En notant z, y, z les coordonnées du point A qui décrit le solide (S), on obtient en remplacant dans (3.13)
le point M par lorigine O du repére les coordonnées z¢, ya et zg du centre d’inertie :

1 1 1

Ces formules sont a comparer a (3.12). Dans les calculs, on sera conduit & distinguer trois cas :

a) Le solide est un fil homogéne, de masse linéigue (par unité de longueur) p. On entoure le point A d’une
longueur infinitésimale de fil dl, et on a dm = udl. Les intégrales dans (3.13), (3.14) et (3.15) sont des
intégrales simples.

b) Le solide est une plague homogéne, de masse surfacique p. On entoure le point A d’une surface infinité-
simale do, et on a dm = pdo. Les intégrales dans (3.13), (3.14) et (3.15) sont des intégrales doubles.

¢) Le solide est un volume homogéne, de masse volumique p. On entoure le point A d’un volume infinitésimal
dV, et on a dm = udV. Les intégrales dans (3.13), (3.14) et (3.15) sont des intégrales triples.

Les calculs sont souvent simplifiés par 1'utilisation du théoréme d’associativité (P6) ou 'existence de symé-
tries, & partir des deux résultats suivants :

(PT7) Si le solide (S) est homogeéne et admet un centre de symétrie, alors son centre d’inertie est ce centre
de symétrie.

(P8) Si le solide (S) est homogéne et admet un aze de symétrie (A), alors son centre d’inertie appartient

a (A).

Démontrons par exemple la propriété (P8) a laide de la figure 3.14. A tout point A de (S), entouré
d’un volume infinitésimal dV, associons son symétrique A’, entouré du méme volume dV. Le solide étant
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homogene, les points A et A’ sont entourés de la méme masse infinitésimale dm = pdV. Leur barycentre
partiel est donc leur milieu I, qui appartient a (A). Ainsi tous les barycentres partiels associés a tous les
couples (A, A’) par le théoréme d’associativité (P6) sont sur (A). Le centre d’inertie G, barycentre de ces
barycentres partiels, appartient donc a (A) en vertu de (P3).

A

M _ W \_H
A'/GT' \C

Figure3.14 Figure3.15 Figure3.16

Exemple 3.5 Déterminons le centre d’inertie G de la plaque triangulaire homogéne de la figure 3.15.
Pour cela, découpons-la en bandes infiniment minces, paralleles a (BC) . Chacune de ces bandes peut étre
assimilée & une tige homogeéne (7'). Puisque (7)) admet un centre de symeétrie, le centre d’inertie de (T)
est son milieu Gr. D’aprés la réciproque du théoréme de Thalés, on sait que G appartient a la médiane
(AA’). Par le théoréme d’associativité, G est barycentre de tous les G pour toutes les bandes infiniment
minces (T'), chacun d’entre eux étant affecté de la masse de la tranche. Donc G € (AA’) en vertu de (P3).
De méme G € (BB’) et G € (CC’). Ainsi le centre d’inertie de la plaque triangulaire homogéne ABC est
le centre de gravité du triangle ABC.

Exemple 3.6 Déterminons le centre d’inertie G du disque homogeéne troué de la figure 3.16. Soit M la
masse totale du grand disque (avant qu’il soit troué) et soit m la masse du petit disque retiré. Il est clair que
G est le barycentre de (2, M) et (H,—m). En notant u la masse surfacique, on a M = wR?j et m = 7r?p.
Donc G est le barycentre de (Q, RQ) et (H, —7“2) en vertu du théoréme d’associativité. Ainsi pour tout point
K du plan on a
— —
70— R2KQ) —r2KH
KG= —m_,z

En prenant K = §2, on en déduit
— —rz

ce qui permet de construire G lorsque R, 7, ) et H sont donnés.

A

4 Z,
h
Zmax(1)
y r
i ol r R
Figure3.17 Figure3.18

Exemple 3.7 Déterminons le centre d’inertie G du cone de révolution homogene plein (Figure 3.17).
Puisque Oz est un axe de symétrie, on sait que G € Oz. On a donc seulement a calculer zg a partir de la
formule (3.15). En notant p la masse volumique et V' le volume du cone, on a

o = ff = o

On utilise les coordonnées cylindriques en procédant exactement comme dans ’exercice 3.6.b. On a V =
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%’/T'th, et la figure 3.18 montre que

3 /O—QW /’I‘—R /Z—h(lg) 3h /9—27‘!‘ /T—R r 2
z = — r zdz | dr | df = —— r{l——=) dr|df
“ TR?h 0=0 ( r=0 2=0 21 R? 6=0 r=0 ( R)

3h [ 21"2 n r3 J 3n [r2 278 n 1R lh
= — r—-2—+ —ldr=—=|——-—=—+-—| =-h.
Rr?J, R R? 2 3R 4R?|, 4

Ce résultat se généralise & un cone quelconque (Exercice 3.18).

3.5.3 Théorémes de Pappus-Guldin

Considérons d’abord un fil homogene (F'), de centre d’inertie G, de longueur I, entiérement situé dans le
demi-plan z > 0 (Figure 3.19). En tournant autour de l’axe Oy, ce fil balaye une surface de révolution S
(Figure 3.20).

Le premier théoréme de Pappus-Guldin affirme que
S = 2wzl (3.16)

Pour démontrer (3.16), découpons la surface S en bandes horizontales infinitésimales (Figure 3.20). Chacune
de ces bandes peut étre assimilée & un rectangle infinitésimal de longueur 272 (remarquer que = > 0) et de

largeur dl. Donc
Sz/ 2madl =27T/ xdl. (3.17)
F F

Or zg = 5 [pxdm = i [papdl =3 [, zdl, don S =271zl par (3.17).

y (F)
—_—1— X > X
Figure3.19 Figure3.20

Exemple 3.8 Le tore circulaire s’obtient en faisant tourner le cercle de rayon R de la figure 3.21 autour
de I'axe des y (Figure 3.22). Si on consideére ce fil comme un solide homogene, son centre d’inertie est son
centre de symétrie €2, et sa longueur [ vaut | = 27 R. Grace au premier théoréme de Pappus-Guldin, on
obtient la surface du tore circulaire, S = 472aR.

A A

/__\
TaW

Figure3.21 Figure3.22: Torecirculaire

Exemple 3.9 Soit le fil homogéne demi-circulaire de la figure 3.23. On cherche son centre d’inertie G. Par
symétrie, G € Oz, et on a a calculer x¢. Faisons tourner le fil autour de l'axe des y. La surface balayée
est la sphére de rayon R, de surface S = 47 R?. Grace au premier théoréme de Pappus-Guldin, on obtient
47 R? = 27z X wR. Donc z¢ = %R.

Le deuxiéme théoréme de Pappus-Guldin est analogue au premier, mais au lieu d’utiliser un fil, on utilise
une plaque homogéne de surface S située dans le demi-plan z > 0 (Figure 3.24). Par révolution autour de
Oy, celle-ci balaye un volume V. Si G le centre d’inertie de la plaque homogeéne, alors

V = 21265, (3.18)
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La démonstration du deuxiéme théoréme de Pappus-Guldin utilise la formule de Green-Riemann (voir
Exercice 3...).

—
©

Xg
Figure 3.23 Figure3.24

Exemple 3.10 Pour obtenir le volume du tore circulaire de la figure 3.22, on utilise un disque homogeéne,
de surface S = wR?, de centre d’inertie Q. En appliquant (3.18), il vient V = 2ma x 7R? = 2n2aR?.

Exemple 3.11 Au lieu d’un fil dans la figure 3.23, considérons une plaque demi-circulaire homogéne de
centre d’inertie G € (Ox), de surface S = %ﬂ'R2. Par révolution autour de Oy, cette plaque balaye la sphére
de centre O de rayon R, de volume V = %ﬂ'R?’. Par le deuxiéme théoréme de Pappus-Guldin, on obtient
%ﬂ'R3 = 2mxg X %ﬂ'RQ. Donc z¢ = %R.

Exercices

Les basiques

Exercice 3.1 (A) Calculer Dintégrale triple I = [[ [, zdzdydz, avec
D:{(x,y,z)eRg/a:ZO, y>0,2>0, z+y+22§2}.

Exercice 3.2 (A) Calculer l'intégrale triple
I / / / dxdydz
:c +y+ z

D={(z,y,2) eR® /0<2<1,1<y<2 1<z<2}.
Exercice 3.3 (B) Calculer I = [[[}, z*dxdydz, avec

ou D est défini par

D={(z,y,2) €R® /] 2® +y* <a®, 0< 2z < h},
en utilisant les coordonnées cylindriques (a > 0 et A > 0 sont des paramétres).
Exercice 3.4 (C) Soit «, §, vérifiant 0 < a < . Soit
D ={(z,y,2) €R® | &® <a® +y* + 2 < B2, z >0},

Calculer en utilisant les coordonnées sphériques

[ / / / dxdydz
P VET PR
Exercice 3.5 (C) Soient h > 0 et R > 0, avec h > R. On considére la sphére () de centre O de rayon R,
et le point P de l'axe Oz, de cote h.
1) Soit M intérieur a (¥). Exprimer HWH en fonction des coordonnées sphériques (r, 0, ¢) de M.
2) Calculer l'intégrale triple

ou D est lintérieur de (X), et ou dV est un volume infinitésimal entourant M intérieur a (X).

Exercice 3.6 (B,C) En utilisant les intégrales triples, calculer
a) Le volume de la sphére de rayon R.
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b) Le volume du cone de révolution de hauteur h et de rayon de base R.

Exercice 3.7 (D,E) On considére un fil homogene en forme de quart de cercle (Figure 3.25). Calculer les
coordonnées de son centre d’inertie :

1) Par le calcul intégral.

2) En utilisant le premier théoréme de Pappus-Guldin.

y y c
1
A X
S o 1 3
O 1 B
Figure 3.25 Figure 3.26 Figure 3.27

Exercice 3.8 (D) Calculer les coordonnées du centre d’inertie d’une demi-sphére pleine homogéne de rayon
R (Figure 3.26).

Exercice 3.9 (E) Le triangle ABC' de la figure 3.27 effectue une révolution compléte autour de 'axe Oy.
Calculer la surface S et le volume V' du solide qu’il engendre.

Les techniques

Exercice 3.10 Calculer le moment d’inertie d’une barre rectiligne homogeéne, de longueur 2I, de masse
totale M, par rapport & un axe A passant par son milieu O (Figure 3.28).

D D

— >

Figure 3.28 Figure 3.29

Exercice 3.11 Calculer le moment d’inertie d’un fil demi-circulaire homogene, de rayon R, de masse totale
M, par rapport a un axe A passant par son centre (Figure 3.29).

Exercice 3.12 Calculer le moment d’inertie d’'un disque homogeéne, de rayon R, de masse totale M, par
rapport & un axe A passant par son centre et qui lui est perpendiculaire.

Exercice 3.13 Calculer le moment d’inertie d’'un parallélépipéde rectangle, plein et homogéne, d’arétes
principales OA = a, OB = b, OC = ¢, de masse M, par rapport a Uaxe (OC).

Exercice 3.14 Calculer le moment d’inertie d’un céne de révolution de rayon R, de hauteur h, plein et
homogene, de masse totale M, par rapport & son axe de révolution (A).

Exercice 3.15 Calculer le moment d’inertie d’une sphére de rayon R, pleine et homogéne, de masse totale
M, par rapport a un axe (A) passant par son centre.

Exercice 3.16 Calculer le centre d’inertie du cone de révolution plein et homogéne d’axe Oz, de rayon R,
de hauteur h, de sommet (0,0, ) (la base du cone est dans le plan Oxy).

Les exotiques et les olympiques
Exercice 3.17 Comment pourrait-on vérifier expérimentalement le résultat du calcul de I'exemple 3.57

Exercice 3.18 Soit (C) une courbe fermée située dans un plan (P) et € un point de I’espace n’appartenant
pas a (P) (Figure 3.30). Une génératrice (A) passant par €2 et s’appuyant sur (C') décrit le cone de sommet
Q2 et de base (C). La distance de 2 au plan (P) s’appelle la hauteur h du cone, et la surface S intérieure a
(C) sa surface de base.

1) Comment s’appelle le cone lorsque (C) est un triangle, un quadrilatére, un cercle ?

2) Calculer le volume intérieur au cone en fonction de S et h.

3) Déterminer le centre d’inertie du cone plein homogene.
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4) Etudier I’analogie entre triangle dans le plan et cone dans Iespace.
Exercice 3.19 Démontrer le deuxiéme théoréme de Pappus-Guldin.
Exercice 3.20 Soit I’hypersphére de R*, d’équation cartésienne x2 + y2 + 22 + t? = R2.

Définir et calculer son hypervolume.

wW

Figure 3.30 ©

31



Chapitre 4

Analyse vectorielle

L’analyse vectorielle fait intervenir a la fois des outils analytiques (dérivées partielles) et du calcul vectoriel.
Les notions de base de I’analyse vectorielle sont indispensables en électrostatique, en électromagnétisme, en
mécanique des fluides. Apres avoir étudié ce chapitre, vous devez :

A. Connaitre les opérateurs de 1'analyse vectorielle (nabla, gradient, divergence et rotationnel) et savoir
démontrer leurs propriétés.

B. Savoir calculer des intégrales de surface simples.

C. Connaitre la définition du flux d’un champ de vecteurs a travers une surface orientée, et savoir calculer
des flux simples.

D. Savoir ce qu’est un champ & flux conservatif.

E. Connaitre les formules de Stokes et d’Ostrogradski.

F. Savoir ce qu’est un angle solide.

4.1 Opérateurs de ’analyse vectorielle

N
L’espace est rapporté a la base orthonormée directe (77 7, k). On définit Popérateur aux dérivées partielles

nabla par

(4.1)

On notera que nabla est un opérateur auxr dérivées partielles, et pas un vecteur. Il opére & gauche en
utilisant les trois types de multiplication vectorielle. Par exemple, soit d’abord U = U (M) une fonction de
trois variables (fonction scalaire). On définit le gradient de U par

U=—1 +

00— 00— 8? oU — 37U—.>+57UE>
Ox 8yj 0z

- = — — —
On retrouve (1.13). Si E = E(M)=E, i + E, j + E, k un champ de vecteurs, on définit la divergence
—
de F par

o)
o E 0B, 0E, OF
— - — T
dvE=V.E=| & |.| E ° Y z 4.2
1v v By E'L/ 8(13 8y 32’ ’ ( )
6 z
oz
N
et le rotationnel de E par
9
o E, OB, OF OB, OF 0E, OF
tE=VAE=| & |A| E, | = R I S —4 - —" k. (43
o % Ey (8y 82) (83@ 82) (83: 8y> (43)
8 z
9z
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Remarque 4.1 L’opérateur nabla est essentiellement une notation, trés commode pour retenir les défini-
— —
tions du gradient, de la divergence et du rotationnel. On notera que gradU et rot E sont des vecteurs de
- g
R3, alors que div E est un nombre réel, c’est-a-dire un scalaire.

Exemple 4.1 Soit k un paramétre. Considérons le champ newtonien défini en coordonnées sphériques’
par

E-Fu="rz

r2
Puisque r = HOMH ete, = 2M ona
OM
—_— k
E =k OM_ _ (o7 +yd +2E). (4.4)
[o3 @2+ g2+ 222

Il en résulte que

3
2

e
~——

divE = k-2 [(m (2 +y° +z2)_%) + 9 (y (® +y*+2°) ) - % (z (® +y*+2°)

ox dy
En utilisant la formule qui donne la dérivée d’un produit, il vient

_3 5
2 2

_3 _
%(m(x2+y2+22) 2):(m2+y2+z2) — 322 (22 + y* + 22)
_s _s
_ (m2+y2+22) 2 (x2+y2+z2—3x2) _ (x2+y2+z2) 2 (—2x2+y2+z2).
Les dérivées partielles par rapport a y et z s’obtiennent sans calcul en permutant les roles de z et y et ceux
de x et z respectivement. Ainsi

(222 + y? 4+ 22) + (2 — 2y% + 22) + (2% + y? — 22%)

—
divE =k 5
(.%'2 +y2 +z2)§

=0.

. N . ./ g N
Un champ newtonien est o divergence nulle. Un calcul analogue montre qu’on a aussi rot £ = 0 (Exercice

4.1).
Remarque 4.2. Composons la divergence et le gradient :

diV(T&CiU)_diV 87U7+67U_>+87U? _g aiU _|_£ aiU _1_2 8£ _82U+82U_|_62U
& N Ox Oy 7T, Oz \ Oz Oy \ Oy 0z \ 0z ) 0xz2 0Oy? 0922

On introduit ainsi un nouvel opérateur, le laplacien :

0?U 09U  9*U

L =9
AU = div(gradU) = VU = 922 + oy + R

(4.5)

A partir des définitions, on peut démontrer des formules d’analyse vectorielle. Les deux plus importantes,
qui doivent étre connues, sont

s — —

rot(gradU) = 0 , div(rotE) = 0. (4.6)

Voir l'exercice 4.2 pour leur démonstration. Les exercices 4.3 et 4.4 donnent d’autres exemples de formules
utiles.

4.2 Surfaces de I’espace

4.2.1 Représentation d’une surface

—
Dans l’espace rapporté au repére orthonormé direct (O,T,?, k), une surface (X) est définie par une
équation de la forme F (z,y, z) = 0%. Par exemple, 'équation az + by + cz +d = 0 est celle d'un plan, tandis

Voir (1.17).
’De méme, dans le plan rapporté au repére orthonormé direct (O,
la forme F (z,y) = 0.

- — Jr ) .
i, J ), une courbe (C) est définie par une équation de
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que l'équation (z — z0)” + (y — ya)® + (z — 20)” = R? est celle de la sphére de centre  de rayon R. Un
troisiéme exemple important est le suivant.

Exemple 4.2 Soient a, b, ¢ € R’} . L’équation cartésienne

est celle d’'un ellipsoide de centre O, d’axes principaux Oz, Oy, Oz. Pour visualiser cette surface, coupons-la
par un plan horizontal d’équation z = zp, avec —c < zg < c¢. La section correspondante a pour équation

2 2 2 2 2
y 20 r )

a2 T 2 2" ~NZ
W3 AP

Il s’agit donc d’une ellipse. Ainsi la section d’un ellipsoide par un plan horizontal est une ellipse®. Il en est
de méme lorsqu’on coupe lellipsoide par un plan £ = xg ou y = yo. Ainsi un ellipsoide a la forme d’un
ballon de rugby aplati, comme représenté figure 4.1. Si a = b = ¢ = R, l’ellipsoide est la sphére de centre O
de rayon R.

Figure4.1 Figure4.2

Il est souvent commode d’utiliser une représentation paramétrique d’une surface. Puisqu’une surface est un
objet & deux dimensions, il est nécessaire d’utiliser deux parameétres®. Ainsi une représentation paramétrique
d’une surface est de la forme z = f (u,v), y = g (u,v), 2 = h (u,v). On parle alors de nappe paramétrée.

Exemple 4.3 La surface de la sphére de centre O de rayon R peut étre paramétrée par

= Rsinfcosp , y= Rsinflsiny , z= Rcosb, (4.8)

ou 0 varie entre 0 et 7, tandis que ¢ varie entre 0 et 27 (Figure 4.2). En effet, le paramétrage (4.8 n’est
pas autre chose que les formules de passage des coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes, avec
r = R (Formules (5.21) de Toutes les mathématiques), puisque le point M se déplace a la surface de la
sphére.

4.2.2 Vecteur normal A une surface

Théoréme 4.1 Un vecteur normal (ou orthogonal) & la surface (X) d’équation cartésienne F (x,y,z) =0
—
au point M (x,y, z) est le vecteur N = gradF (M) .

Démonstration Déplacons le point M d’un déplacement infinitésimal dT)/[ en restant sur la surface ()
(Figure 4.3). Alors F reste égal a 0 dans ce déplacement, de telle sorte que dF = 0. Or dF' = gr?iF (M) M
en vertu de (1.14). Il en résulte que gr?)iF (M) dM =0 pour tout déplacement dM sur (2), cest-a-dire
que gr?iF (M) et dM sont orthogonaux pour tout déplacement infinitésimal sur la surface de () a partir

3Pour une présentation élémentaire de lellipse, voir le chapitre 2 du complément Courbes et géométrie différentielle sur le
site touteslesmaths.fr.

4Un seul paramétre suffit pour les courbes paramétrées. Voir le chapitre 1 du complément Courbes et géométrie différentielle
sur le site touteslesmaths.fr.
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P
de M. Ainsi gradF (M) est bien normal (orthogonal) a (X) au point M.

grad f (M)

Figure4.3 Figure4.4

Exemple 4.4 Si (P) est le plan d’équation ax + by 4+ ¢z + d = 0, un vecteur normal & (P) est

— oF oF oF
]—V):gradF: —7—}——7—}——?:@7—1—1)74—0?.
dz Jy 0z

Le vecteur normal est indépendant de M. On retrouve le théoréme 9.2 de Toutes les mathématiques.
Exemple 4.5 Soit M (z,y, z) un point de ellipsoide d’équation cartésienne

2 2 2
T Y z
FtEta=L

Un vecteur normal en M est

. F F F
N —gadr = 2E7 = 8_92(x7+%7+zﬁ)

il il T o ad
dxz+5yj+5'z a? c2

Dans le cas particulier de la sphére de centre O de rayon R, on voit que
— 2 — — — 2 —

—
On retrouve ainsi que le rayon OM est orthogonal a la surface de la spheére, ce qui est évident géométrique-
ment.

_
Remarque 4.3 Soit N un vecteur normal en un point M d’une surface (). On peut définir deux vecteurs
normaux unitaires en M (Figure 4.4) :

— —
— N — N —
n et n _—

=

Lorsqu’on a choisi un des deux vecteurs normaux unitaires, on dit qu’'on a orienté la surface (X). Ceci
. R , . ., . o . — . .
revient & définir un sens positif de traversée de (X) (dans le sens du vecteur normal unitaire 7 choisi).

Remarque 4.4 On dit qu’'une surface de ’espace est fermée lorsqu’elle délimite un intérieur et un extérieur.
Par exemple une sphére ou un ellipsoide sont des surfaces fermées. Par contre, un plan n’en est pas une. Par
convention, une surface fermée est toujours orientée vers l’extérieur, c’est-a-dire que son vecteur normal
unitaire est dirigé vers 'extérieur. Ainsi la sphére de centre O de rayon R est orientée par le vecteur normal
unitaire

=

"7

—
n

- = =
(axz +yj +zk:>.

=

|

4.2.3 Lignes de champs et surfaces équipotentielles

Soit E un champ de vecteurs. On appelle ligne de champ toute courbe (L) telle que, en tout point M de
—
(L), le champ E en M est tangent a (L).



36 CHAPITRE 4. ANALYSE VECTORIELLE

— —
Par exemple, si £ = —g k est le champ de pesanteur au voisinage du sol, les lignes de champ sont les droites
verticales (Figure 5.5). Si
= k
r

est un champ newtonien d’origine O, les lignes de champ sont les droites passant par O (Figure 5.6).

-> -
g |g
L1t
g
|
>
g
>
g Figure4.5 Figure 4.6
. =1 . . . - —
Supposons maintenant que le champ E dérive d’un potentiel scalaire V' ; alors £ = —grad V. On appelle

surface équipotentielle toute surface ou les points sont au méme potentiel, c’est-a-dire d’équation V = C,
ou C est une constante donnée.

— —
Exemple 4.6 Soit £ = —g k le champ de pesanteur au voisinage du sol, qui dérive du potentiel scalaire
V = gz (Exemple 1.6). Les surfaces équipotentielles ont pour équation gz = C, c’est-a-dire z = %. Les
surfaces équipotentielles sont donc les plans horizontaux z = constante (Figure 4.5).

N
Exemple 4.7 Soit E = T%e_r) un champ newtonien d’origine O. Il dérive du potentiel scalaire V = %
(Exemple 1.7). Les surfaces équipotentielles ont pour équation % = C, c’est-a-dire r = % Ce sont donc les

sphéres d’équations r = constante (Figure 4.6).

Dans ces deux exemples, on constate que lignes de champ et surfaces équipotentielles se coupent & angle
droit. Ceci est un résultat général, car un vecteur normal a la surface équipotentielle V. = C' en M est
N = gﬁiv - _E en vertu du théoréme 4.1. Ainsi le champ E est orthogonal & la surface équipotentielle
au point M. Et puisque E est tangent a la ligne de champ, celle-ci coupe la surface équipotentielle & angle
droit.

4.2.4 Intégrales de surface

Une intégrale de surface est une intégrale de la forme

I— / /E £ (M) do. (4.9)

Ici X désigne une surface de l'espace, le point M décrit %, f est une fonction de M, et do est un morceau
infinitésimal de surface entourant le point M. On notera que les intégrales doubles étudiées dans le chapitre
2 sont des cas particuliers d’intégrales de surface : dans ce cas X est une surface plane du plan Ozxy. Pour
calculer l'intégrale de surface (4.9), on choisit une représentation paramétrique de ¥. On obtient do en
faisant varier les deux paramétres de fagon infinitésimale et on se raméne alors & un calcul d’intégrale
double.

Exemple 4.8 Calculer [ = f fz 22do, oul ¥ est la sphére de centre O de rayon R. On utilise le paramétrage
de la sphere donné par (4.8). Pour obtenir do, faisons varier 6 de df et ¢ de dp (Figure 4.2). On obtient
a la surface de ¥ un rectangle infinitésimal d’aire do. Ce rectangle a pour longueur Rdf et pour largeur
RsinOdp (voir le calcul de dV en coordonnées sphériques, Section 3.4). Donc

do = R?sin 0dfdyp. (4.10)

Pour décrire ¥,  varie entre 0 et 7 et ¢ varie entre 0 et 27. D’oul

O=m pp=2m T 2 1 ™ 4
I= / / (Rcos6)? R?sin fdfdy = R* / cos®>0sinfdl [ dp = R* [—3 cos® 9} x [p]2" = —7R.
0=0 J¢=0

0 0
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4.3 Flux d’un champ de vecteurs

N

Soit E un champ de vecteurs et () une surface de l'espace (Figure 4.7). On désire mesurer la quantité de

champ qui traverse la surface (¥) . Pour cela, on commence par orienter cette surface (de maniere arbitraire,
. . L ~ . o, . —

sauf 8’1l s’agit d’une surface fermée) grace & un vecteur normal unitaire 7.

n 2 >y @ .
S [ ™
s

Figure4.7 Figure4.8

_
On prend ensuite en compte I’angle formé, localement au point M, entre le champ E et 7. La quantité
de champ qui traverse (X) sera d’autant plus grande que cet angle sera petit, c¢’est-a-dire que le produit

scalaire E.7 sera plus grand. On définit donc le fluz infinitésimal qui traverse la surface do au point M

par
—

- —
dp = E . mwdo = E.do, (4.11)

— —
ot on a posé ndo = do (élément de surface orienté). Le flur du champ E a travers la surface orientée (X)
sera donc défini par I'intégrale de surface

¢ = /ZE’.Wdo://Zf.cﬁ, (4.12)

Exemple 4.9 Soit E un champ constant. Posons £ = HE)H . Soit (X) une surface plane orientée (Figure

4.8) d’aire S. Alors le vecteur normal unitaire 7’ & (3) forme avec E un angle o indépendant de M. Le flux

de E a travers () vaut
o= // E.7do = // HE’)H |17 || cos ado.
by b

(szcosa//dU:EScosa.
by

Puisque || 7| = 1, il vient

Remarque 4.5 Le calcul du flux d’'un champ newtonien & travers une surface orientée est plus difficile. Il
conduit a la notion d’angle solide (Section 4.5).

4.4 Formules de Stokes et d’Ostrogradski

4.4.1 Expression intrinséque de la divergence

Nous avons défini la divergence d’un champ a partir de l'opérateur nabla. Cette définition n’est pas in-
trinseéque, puisqu’elle se fait & partir des coordonnées cartésiennes x, y, z. La définition intrinséque de la
divergence en un point M utilise la notion de flux et s’énonce ainsi : donnons-nous un volume infinitésimal
dV entourant le point M, et orientons la surface infinitésimale dS qui délimite dV vers extérieur (surface

fermée). Alors le flux du champ E a travers dS vaut
N
d¢ = div E.dV. (4.13)
Ainsi la divergence mesure-t-elle la quantité de champ qui sort localement (diverge) du point M.

N
Exemple 4.10 Utilisons Pexpression intrinséque d¢ = div E.dV pour retrouver l'expression (4.2) de la
divergence en coordonnées cartésiennes. Nous considérons au point M (z,y, z) le volume infinitésimal dV/
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limité par les plans d’abscisses x et = + dz, y et y + dy, z et z + dz (Figure 4.9).

'y bs :
A/
Z - ) : dz
.I ----- /. C
d
A oy
o o
X --------------------- d
e .
Fiqure4s Figure 4.10

On a dV = dxdydz et le vecteur normal a la face ABB' A’ est 7; cette face a pour aire dydz. Puisque tous
les points de cette face ont pour abscisse = + dz, le flux d¢; a travers ABB'A’ vaut

— —
dp, = E. i .dydz = E, (z + dx,y, z) dydz.
De méme, le vecteur normal & MCC’' M’ est 77, et le flux dg, a travers MCC’'M' vaut
dops = 75.7.dyd2 = —F, (z,y,2) dydz.
Donc le flux infinitésimal & y et z constants vaut
OF,
46, . = A, +dd, = (. (v + dv,y,2) — Ba (3,y,2)] dyds = —dadydz.

En procédant de méme pour les quatre autres faces de dV, on voit que le flux sortant de dV' a pour valeur

O, , 0B, , OE

do = d¢y,z + dd)x,z + dd)x’y - ( oz Oy * 6;

) dxdydz.

En remplacant dans (4.13) et en divisant par dedydz, on obtient bien
0E, 0E, OFE,
+

div E =
e _3x+3y 0z’

N

Exemple 4.11 Calculons I'expression de la divergence en coordonnées sphériques. On connait alors E
‘ : — — —

dans la base orthonormée directe (e;, €4, e,,) sous la forme

E = E,& + Eoeo + Eyéy.

Le volume dV (Figure 4.10) est le volume habituel des coordonnées sphériques et vaut dV = 72 sin 0drdfde.
La face qui a pour vecteur normal —e, a pour aire 72 sin 8dfdy et le flux correspondant vaut

dp, = —E, (1,0, ) r?sin 0dfdp.
Quand on augmente r de dr, le flux sortant & travers la face de vecteur normal e, vaut
doy = B, (r + dr,0,¢) (r + dr)” sin 0d0dp.
Donc le flux sortant & 6 et ¢ constants a pour expression
doy , = do) + doy = [E (r+dr,0,9) (r +dr)* — E, (1,0, ) r?| sin0d0dp = g (r’E,) sin 0drdfde.
’ r

En raisonnant de méme pour les autres faces, on voit que le flux total sortant du volume dV vaut

dp = dey , +do, , +do, g = % (r’E,) sin 0drdody + % (sin@Fy) rdrdfdy + 3;’; rdrdfde.
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En remplacant dans (4.13) et en divisant par dV = 72 sin 0drdfdy, on obtient 1'expression de la divergence
en coordonnées sphériques :

1 9E,
rsinf Oy

= 10, o
leE = 7‘75 (T ET-) —+ m% (SIHHEQ) +

Remarque 4.6 Le calcul de la divergence du champ newtonien, effectué en coordonnées cartésiennes dans
I’exemple 4.1, est beaucoup plus simple en coordonnées sphériques. Dans ce cas en effet,

E, = Eg=0 et E,=0.

ﬁa
N
Ainsi 72E, = k = constante, de telle sorte que div £ = 0.

4.4.2 Expression intrinséque du rotationnel

La définition intrinséque du rotationnel utilise également la notion de flux. Soit une courbe fermée (C)
orientée infinitésimale entourant le point M. Orientons la surface infinitésimale dS délimitée par (C') par la

régle du tire-bouchon (Figure 4.11). Alors la circulation §WW du champ E le long de (C) vaut, par définition,
SW =10t E.7.dS. (4.14)

N
Ainsi W est égale au flux du rotationnel de E & travers dS. Le mot rotationnel vient de ce qu’on fait
tourner le champ autour de M.

D
_’
E dz
> C
n _ dx
" ©
ds —
Figure4.11 Figure4.12

Exemple 4.12 Retrouvons I'expression du rotationnel en coordonnées cartésiennes a partir de I’expression
intrinseque (4.14). Pour cela, examinons la figure 4.12 : la courbe orientée M ABC obtenue en faisant varier

—
x de dzx et y de dy, z restant constant, définit par la régle du tire-bouchon le vecteur normal 7 = k. En
posant

— —
totE =ai +bj +ck,
N . —— ) ) . _
ou a, b et ¢ sont inconnus, on a donc rot . m = c. Par ailleurs, la circulation de E le long de la courbe
orientée M ABC' est la somme des circulations le long de M A, AB, BC et C'M successivement, c¢’est-a-dire

— —_— = — = —_— = —
W = E (z,y,2) MA+ E (z +dx,y,2) AB+ E (v,y +dy,2) .BC + E (z,y,z) .CM.
— — — — — —
Ona MA=dxi =—-BC et AB=dyj = —CM. Par conséquent
W = [Ey(z,y,2) = By (z,y + dy, 2)] dx + [Ey (x + dz,y, 2) — By (2,y,2)] dy

OF OF OE, OF
dy — |dE, de = —2dxdy — Ldydr = [ =¥ — L) dedy.
ye 9~ 1B, o dv = 5 ndady — =5 ~dyde (ax ay)“’

[dE,]

En reportant dans (??), il vient
0E, OFE
dedy = | ——% — —= | dzdy.
cdxdy < p By > zdy

D’ou la composante ¢ du rotationnel. Les composantes a et b s’obtiennent de méme, en utilisant les circuits
MCDG et MGF A de la figure 4.12.
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4.4.3 Formules de Stokes et d’Ostrogradski

Soit une courbe fermée (C) orientée de 'espace et une surface (X) s’appuyant sur (C), orientée a partir du
sens de rotation sur (C) par la régle du tire-bouchon (Figure 4.13). La formule de Stokes s’énonce ainsi : la
circulation d’un champ de vecteurs le long d’une courbe fermée (C) est égale au flux de son rotationnel a
travers toute surface (X) s’appuyant sur (C) :

fﬁ.m - // rotE. 7 .do. (4.15)
C b

La formule de Stokes résulte de la formule (4.14) par sommation. Ainsi (4.14) est la forme locale de la
formule de Stokes.

Figure4.13 Figure4.14

Soit maintenant une surface fermée (X) de lespace (Figure 4.14), orientée vers lextérieur (voir remarque
4.4). La formule d’Ostrogradski s’énonce : le flur d’un champ de vecteurs a travers la surface fermée (X) est
égal a lintégrale triple de sa divergence dans le domaine intérieur (D) délimité par (X), et s’écrit

//Zﬁ.ﬁ’.do—z///DdivE’.dV. (4.16)

La formule d’Ostrogradski s’obtient par sommation de (4.13), qui en est la forme locale.

Exemple 4.13 Retrouvons le volume de la sphére de centre O de rayon R & partir de sa surface et de la
formule d’Ostrogradski. Pour cela, considérons le champ

— 1— 1 — — —
E = gOM:§(:rl +yj +zk),
de telle sorte que
0E, O0FE, 0L,

div E + Y4 Ll
vV = = — —
ox oy 0z 33

En appliquant la formule d’Ostrogradski, il vient

V:///de:///Ddivﬁ.dvz//zﬁ.ﬁ.do.

Or en utilisant la remarque 4.4, on voit que

=

Ew=-0M

1|=— 1
_ - OMH _ _R.
5 [0M] = 3

W =
|

|lox]
V:éR//ZdJ:éRS,

ou S est la surface de la sphére. Puisque S = 47 R?, on en déduit V = %WR3.

Ainsi

4.4.4 Champs a flux conservatif

Définition 4.1 On dit que le champ E esta flux conservatif dans une partie A de ’espace si, en tout
point M de A, sa divergence est nulle.

Exemple 4.14 Un champ constant est un champ a flux conservatif dans tout ’espace.
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Exemple 4.15 Le champ newtonien

- = k _,
E:E(M):ﬁer

N
est & flux conservatif dans toute partie A de I’espace ne contenant pas O. En effet on a vu que div £ =0

(Exemple 4.1 et Remarque 4.6). Il est cependant indispensable d’exclure le point O, car en ce point E) n’est
pas défini.

R

Théoréme 4.2 On suppose que E est a flux conservatif dans une partie A de lespace. Soit (¥) une
—

surface fermée entiérement contenue dans A. Alors le flux de E a travers (X) est nul.

— —

Démonstration Puisque E est a flux conservatif, on a div E = 0 en tout point M intérieur a (). Donc
—

le flux de E' a travers (X) est nul par la formule d’Ostrogradski.

Une forme particuliérement intéressante de ce théoréme s’obtient en considérant un tube de champ (Figure
4.15). Il s’agit d’une surface fermée comportant une surface d’entrée, une surface latérale formée de lignes

de champ, et une surface de sortie.
e

Figure4.15 Figure4.16

Notons ¢, le flux qui entre dans le tube de champ (compté donc comme positif) et ¢, le flux qui en sort.
—
Le flux latéral ¢),; est nul car en chaque point M de la surface latérale, E et nj; sont orthogonaux.

=
Puisque la surface d’entrée est orientée vers I'extérieur, si E est a flux conservatif le théoreme 4.2 s’écrit
— ¢y + Play + &5 = 0. Ainsi ¢, = ¢, c’est-a-dire :

Théoréme 4.3 On suppose que E est a flur conservatif dans une partie A de lespace. Soit (T) un tube
de champ entiérement contenu dans A. Alors le flux entrant dans (T) est égal au flux sortant.

4.5 Angle solide

La définition géométrique de Pangle solide est treés simple. Soit d’abord, dans le plan, une courbe (C) que
lon regarde depuis un point O (Figure 4.16). L’angle sous lequel on voit la courbe (C') depuis O se mesure,
en radians, comme la longueur [ de ’arc découpé par les droites OA et OB sur le cercle de centre O de rayon
R =1: cest la définition du radian. Dans I’espace, considérons de méme une surface (X) que l'on regarde
depuis O (Figure 4.17). L’angle solide sous lequel on la voit est, par définition, la surface découpée par le
cone s’appuyant sur (3) sur la sphere de centre O de rayon R = 1. L’unité d’angle solide est le stéradian
(symbole : sr). Ainsi ’angle solide sous lequel on voit tout I'espace depuis le point O vaut 47 sr (surface de
la sphére de centre O de rayon 1), de méme que l’angle sous lequel on voit tout le plan depuis O vaut 27
rad (longueur du cercle de centre O de rayon 1).

Figure4.17 Figure4.18

On doit a Carl Friedrich Gauss (1777-1855) d’avoir généralisé cette définition élémentaire, en vue du calcul
du flux d’un champ newtonien a travers une surface donnée, de la fagon suivante : Soit O un point de l’espace.
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L’angle solide Q sous lequel on voit, depuis O, une surface orientée (¥) de l'espace est, par définition, le
flux du champ newtonien unité

— 1
—
El = 7267‘
T

a travers la surface orientée (), c’est-a-dire

1
Q:// ﬁe—g.ﬁ.da (4.17)
b

Ainsi, le flur du champ newtonien E = T%a a travers (X) vaut ¢ = kSQ.

Montrons que la formule (4.17) généralise la définition géométrique lorsque la droite OM coupe (X) en un
seul point M pour tout point M de (X) (Figure 4.18). La surface fermée ABCDA'B'C'D’ est alors un

SN
tube de champ pour le champ newtonien F; = T%e_,?, puisque le champ est tangent & chacune des surfaces

latérales ABB'A’, BCC'B’, CDD'C’" et DAA'D’. Le champ newtonien étant a flux conservatif (Exemple
4.15), le flux entrant est égal au flux sortant, qui est, par (4.17), Pangle solide 2. En notant S la surface
A’'B'C'D’ sur la sphére de centre O de rayon 1, nous avons donc

Q://ize_,?.ﬁ).dcr://dazé',
sT s

puisque au point N situé a la surface de la sphére, on a r = 1 et e, = 7. L’angle solide défini par Gauss
comme le flux d'un champ newtonien généralise bien la définition géométrique.

Théoréme 4.4 L’angle solide sous lequel on voit une surface fermée (X) depuis un point O de l'espace
vaut 47 si le point M est intérieur o (X), et 0 si le point O est extérieur a (X).

Démonstration Si on regarde () depuis un point intérieur, on est complétement entouré par elle. L’angle
solide correspond donc a tout l’espace, c’est-a-dire 47 sr. Si on regarde la surface depuis un point extérieur,

le flux de E a travers (X) est nul, car E)'l est a flux conservatif dans (X).

Exercices

Les basiques

Exercice 4.1 (A) Calculer r—o‘éﬁ, ot E = T%e_f est un champ newtonien.
Exercice 4.2 (A) Démontrer que Igt)(gradU) =0 et div(ﬁﬁ) = 0.

Exercice 4.3 (A) Soit A = A(M) une fonction scalaire, E = ﬁ(M) et F = 1_7>(M) des champs de
vecteurs. Démontrer les formules suivantes :

— — —
1) div(AE) = E.grad A + Adiv E.
.

. — — —_— —— —_— —
2)div(EAF)= F.rotE — E.rotF.
Exercice 4.4 (A) Transformer o = r—ot)()\ﬁ) et v = r—o‘E(r_o{:E)

— — —
Exercice 4.5 (A) Soit & un vecteur constant, et soit V' = & A OM. Démontrer que w = %HV.

Exercice 4.6 (B) Soit R > 0 fixé. Calculer I'intégrale de surface

I=//Sf(M)da,

o f(M) = f(x,y,2) = /z et S est la demi-sphére d’équation 2% + y? + 22 = R%, 2 > 0,

Exercice 4.7 (B) Soit R > 0 et a > 0 et soit S le cylindre d’équation 2% + 3?> = R?,0 < z < a. Calculer

I'intégrale de surface
z

I = M)d ¥ M) = = 7.
JLronae. o o= sy =
Exercice 4.8 (C) Soit R > 0 et h > 0. Soit la portion ¥ de cylindre d’équation

B+ =R, 0<z<h, x>0, y>0.



EXERCICES 43

. = = = e . . .
Déterminer le flux du champ de vecteurs E =z i +x j —3y®z k a travers ¥ (on précisera 'orientation de
¥ choisie).

Exercice 4.9 (A,C,E) Soit R > 0, et soit S la demi-sphere d’équation
2>0, 2?+y*+22=R%

Soit le champ de vecteurs
N

- — -
E=yi+x(1—-22) 5 —ayk.
— = . — . . . .
1) Calculer rot E. En déduire le flux de rot E a travers S (on précisera l'orientation choisie).
2) Retrouver ce résultat en utilisant la formule de Stokes.
3) Retrouver ce résultat en fermant la surface S par le disque de centre O de rayon R situé dans le plan
Ozy, et en utilisant la formule d’Ostrogradski.

Exercice 4.10 (C,D,E) Soit R > 0 donné, et soit S la demi-sphere d’équation
2492 +22=R% 2>0.

— —
En utilisant la formule d’Ostrogradski, trouver le flux du champ constant £ = E k a travers S (on précisera
Porientation de S choisie).

Exercice 4.11 (C,D,F) Soit R > 0 et a > 0. Soit D le disque de la figure 4.19, centré sur Oy et
perpendiculaire a Oy.
1) Calculer ’angle solide sous lequel on voit ce disque depuis le point O.
2) Calculer le flux du champ newtonien
Foba

—e,
r2

a travers D, orienté dans le sens des y croissants.

8 S
Figure4.19 Figure 4.20

Les techniques

Exercice 4.12 On se propose de calculer le flux du champ de vecteurs E = acyz_i> a travers la surface de
la sphere (S) de centre O de rayon R orientée vers l'extérieur, de deux maniéres différentes.
1) Caleul direct.

a) Calculer les intégrales I = fo sin? ¢ cos? gpdgp et J = [ sin®6do.
b) Calculer Ew , puis le flux ¢ du champ Ea travers ().
2) Calcul par la formule d’Ostrogradski. Calculer div E , en déduire ¢.

Exercice 4.13 Déterminer le moment d’inertie d’une sphére creuse homogeéne, de rayon R, de masse totale
M, de masse surfacique p, par rapport & un axe (A) passant par son centre.

Les exotiques et les olympiques

Exercice 4.14 Soit ¥ le rectangle 0 < z < a, 0 < y < b (Figure 4.20). Soit H (0,0, h), avec h > 0.
o 1
1) Calculer = [ (R + 2%+ y?) 2}

2) Montrer que l’angle solide € suivant lequel on voit ¥ du point H vaut

Q:hb/ - du .
o PR

3) Calculer 2 grace au changement de variable x = v/h2 4 b? tan .




Solutions des exercices

Solutions des exercices du chapitre 1
Exercice 1.1 Démontrons les formules dans le cas de fonctions de deux variables.
d(U+V) =204y 4 A gy = (32 4 9Y) da + (f’U + 883) dy
( dz + 2 dy) ( dz + 2 dy) = dU +dV.
Pour le produit :
dUV) =20 4r 4+ XG0 ay = (3UV + UL ) do+ 2V + UL ) dy
(8%de+ 88dy) v + U (da + S¥dy) = VU + UdV.

Pour le quotient :

A(0) =& (P do+ & (F)dy = Tl B e T E g,
o V(audz+6U ) U(a z+%dy)  var—vay
- =  va_pay.

Exercice 1.2 Dans le cas d’une fonction de deux variables par exemple :
d(In|U]) = 20nIUD gy 4 O0nIUD g, 91 5 5 dz; Sy dy _ v
C’est la formule (23 7) La formule (1 8) s obtlent grace au résultat sur la dlfferentlelle de UV, en divisant par UV :
dUV)=UdV +VdU = 240 = 4V 4 dU,
On peut aussi utiliser (23.7) et la formule qui donne la différentielle de U +V:
WV) — q(In|UV]) =d(In|U| + W |V]) =d(n|U|) +d(n|V]) = ¥ + 4V

Exercice 1.3 1) Dans le cas de petits accroissements Az et Ay, la différentielle df = %dm—i— g—idy fournit la formule
d’approximation : Af ~ af YAY + Ay

Iaonaa—izﬁet —f:ﬁ Donc au point z =1,y =2:
5L (1,2) = =3¢ = —0,08 et 5L (1,2) = —3t = —0,16.
Donc Paccroissement de f correspondant a Az = 0,003 et Ay = —0.001 vaut approximativement

Af =~ —0,08 x 0,003+ 0,16 x 0,001 = —8,10_5.
2) Une calculatrice donne numériquement Af = I OOSQL 5997 — 12122 ~ —8.03677.107°.
L’accroissement calculé grace a la différentielle est proche de la valeur exacte.

Exercice 1.4 Différentions lcquation cartésienne du folium de Descartes :
3 3
d (w3 +y3) =d(3zy) = (9” +y )d + (xa:y )dy _ 5(3wy) dz + 8(3wy)dy
On obtient donc 3z2dz + 3y2dy = 3ydm + 3zdy. Or le coefﬁcmnt directeur de la tangente Vaut , donc

(v’ —z)dy = (y —x)dmjd—y:ygztz (si z # y?).

Yy<—x

Exercice 1.5 1) Par définition, grad U=27 4 aag +3 U ¥ . Icion a

%z&r(m +y +z)%;%—z:3y(x +y +z)l;%—[z]:3z(x +y +22)%.
— 1 — — —
DoncgradUzS(m2+y2+z2)2(xi+yj +zk).

3

2) En coordonnées sphériques (r,0,¢), on a U = (7"2) 2 = 3, Utilisons I’expression du gradient en coordonnées
—_—
sphériques (Formule (1.23)) : gradU = %ge_r’ + i%g? + = ‘gga}
—
Puisque U ne dépend ni de 0 ni de ¢, on a %g = g—g = 0. En outre %U = ‘i—g = 3r%. 1l en résulte que grad U = 3r2e;.

3) On sait que (m +y? 4 22 5 = HOMH .Donc U = HOMH . Ceci est ’expression intrinséque de U : elle ne dépend

pas du systéme de coordonnées choisi. De méme, en partant des coordonnées cartésiennes et en utilisant le résultat
. . . 1 2 2 2 1 —- — - A A

de la question 1, il vient grad U =3 (2> + 9> +2%)% (i +yj +2k). :BHOMH .OM.
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On retrouve cette expression en partant des coordonnées sphériques (question 2) :

N 2 =
grad U = 3r28; = 3. HOMH T =8 HOMH OM.

Exercice 1.6 Comme e pour le le calcul du gradient en coordonnées cyhndrlques on utilise ’expression intrinséque de
la différentielle dU = gradU dM. On calcule d’abord les composantes de dM dans (er,e5,e,) Celles-ci s’obtiennent
en faisant varier r de dr (0 et ¢ ﬁxes) 0 de df (r et ¢ ﬁxes) ¢ de do (r et 0 fixés), de maniére indépendante. On
voit (Flgure 1.11) que dMg ° = =dre,, dM, o = rdeeg, er o = rsinfdye,.
Or dM dMe 2+ er .+ dMT o. Par conséquent dM dre, + rdfeg + rsin Hdtpew
Notons gradU = ae, + beg + cew, ol a, b, ¢ sont inconnus. On traduit ’expression intrinséque de dU dans la base
orthonormée (e, ep,eq) :

—_— =
dU = gradU.dM = (ae, + b69 + ce,).(dre; + rdfeg + rsinfdpey) = adr + brdf + crsin dep.
Or on a aussi dU = aU —dr + d9 +3 ou d(,o On obtient donc par identification 2% = a, 2¥ = br, g = crsinf.

or ’ 86
D’ou le gradient en spherlqueb : gradU %ge_,f + i %gt? + 'rslln9 ggc?p

y
M
t
> X
(0]
Figurel.11 Figurel.12
Exercice 1.7 1) La circulation le long de (I') vaut W f_. E.dM = f_, 2?ydx + zydy.

L’équation de (I') est y = z2, donc on prend x comme variable d’intégration. Lorsque M se déplace sur ('), on a

dy = 2zdx, donc W(T') = f::ol 22 2?dx + x.2® 2zde = fol 3ztde = 2.

2) La circulation le long de (C) se décompose en deux :

w(C f_.x yda + aydy = [53 2%yde + vydy + [ *yde + zydy.
Le long du segment OB,onay= O donc dy =0, et  varie de 0 a 1.
Le long du segment BA,on ax =1, donc de =0, et y varie de 0 a 1.

Par conséquent W(C) = f" 1Od:r—i—fy o ydy = [Qy ] = l.

3) La circulation de E entre O et A dépendant du chemin suivi, le champ E ne dérive pas d’un potentiel scalaire.

Exercice 1.8 On cherche U telle que 2% = 32° y + y (1), %—Z =2 4+ 3zy” (2), 37 =62 (3).
En intégrant (1) par rapport a x, il vient U = 2%y + y3z + f (y,2) (4).
On dérive par rapport a y et on reporte dans (2). On obtient % =3 4 3y%z + gTJ; = 2% + 3z

On a donc % =0, dou f =g (z) (puisque f est une fonction de y et z seulement).

En reportant dans (4), il vient U = 23y + v*z + g (2) (5).

On dérive enfin par rapport a z et on reporte dans (3), pour obtenir %—g =g (2) =62=g(2) =322+ C.

En reportant dans (5), on obtient finalement U = z° y + 3z —|— 322 —|— C.

2) On a donc, d’apres le calcul précédent : E = a—g i+ 3U Jj+3 6U k‘ = gradU

Ainsi U dérive du potentiel scalaire V = —U = —a3y — 3z — 322 — C.

Puisqu’on veut V (0,0,0) = 0, on a C' = 0, donc E = fgﬂiv, V= —ady —yPz — 322

3) Puisque E dérive d’un potentiel scalaire, cette circulation est égale a la différence de potentiel entre A et B.
Donc W(A— B)=V (A) -V (B)=-3—(-17) = 14.

Exercice 1.9 Puisque dU = %dm + %—[y]dy + %—[zjdz, on cherche U vérifiant

%o =32 —6ry — 62z (1), G =3y* —32" (2), 37 =32 322 (3).
En intégrant (1) par rapport a z, il vient U = 2 — 322y — 3272 + I (y, ) (4)
On dérive par rapport a y et on reporte dans (2) : %U = 33242 By = = 3y% — 322,

On a donc %zj: =3y?, d’ou f = y® + g (2) (puisque f est une fonction de y et z seulement). En reportant dans (4), il

vient U = 2® — 32y — 3222 + 4 + g () (5). On dérive par rapport a z et on reporte dans (3) :
W =322 +¢(2)=3" -3 = ¢ (2) =3 = g(2) = ° + C.
En reportant dans (5), on obtient finalement U = 22+ 9%+ 2% — 322y — 3222+ C.
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Ainsi 0W est une différentielle exacte, car il existe une fonction U telle que 6W = dU.

Exercice 1.10 Puisque dU = 2%dz + ‘Z—Zdy, on cherche U vérifiant 2% = Iigy (1), %—Z =zt (2).
Il est plus facile de commencer par intégrer (2) par rapport a y. On obtlent ainsi U = 1y + f(z) (4).

On dérive par rapport a x et on reporte dans (1). Il vient % = fx—Qy + f (z) = wx;y =1-%.
On a donc f' =1, d’ot f =x + C. En reportant dans (4), il vient U = xT‘Hy +x+ C.

OW est une différentielle exacte car existe une fonction U telle que éW = dU.

Exercice 1.11 La dérivée d’une somme est égale a la somme des dérivées. Pour les produits, on utilise la formule
habituelle (uv)’ = u’v 4+ uv’, en tenant compte de la variable par rapport & laquelle on dérive.
1) Par définition du gradient

—
grad (U1 +Us2) = 2 (U1 + Uz) i
_ (aU1 + aUQ) - (8U1 8U2)
— (68% i + 3U1 ] + (9U1 k) (68392
—
Donc grad (Uy + Us) = grad Uy + grad Us.
2) Par définition du gradient :

o a T ) -
grad (UlUQ) = = (U1U2) 1+ By (U1U2) + 3 (U1U2) k
=
:(8U1U2+U1 Ba:) (8U1U2+U16U2>7+(8U1U2+U18U2)
—Uz(%z + 90y +%k)+U1 (—21 + 927 +8U2)?.
Donc grad (UhUs) = Ulgrad Uz + Usgrad Us.
Remarque : Ces deux formules peuvent s’obtenir également en utilisant I’expression intrinséque de la différentielle.

T LM+ U) T+ Ui+ Uk
.

N
+ 6U1 6U2 ) k
—

7

—_—
Pour le gradient d’un produit, par exemple, on sait que d (UV') = VdU + UdV, donc pour tout accroissement dM
— — —_— = e R —_— —
grad (UV) .dM = V.gradU.dM + U.gradV.dM = (V.gradU + U.gradV).dM,
— —_— —
ce qui entraine que grad (UV) = V.gradU + U.gradV.

. = 3T act_ s g oV _avTS _av
Exercice 1.12 On cherche V tel que F' = —gradV, c’est-a-dire —kx i = -5~ i — By J 5. k-
On a %—Z = % =0, donc V ne dépend que de x. Ensuite %—Z = % = kz, donc V = 1kx + C. On choisit C' de telle

sorte que le potentiel soit nul lorsque le ressort est dans sa position d’équilibre, c’est- a—dire pour x = 0.
— —
On a donc C' = 0 et la force de rappel d’un ressort F' = —kx ¢ est conservative, de potentiel V = %ka.

Exercice 1.13 Différentions les deux relations. Nous obtenons ydr + xdy = 0 et 2ydy — 2xdx = 2dt. Si nous divisons
tout par dt, il vient ydw + :rdy =0et —x57 dm + oy % = 1. On a donc un systéme de deux équations & deux inconnues.
En utilisant les formules de Cramer on obtlent immeédiatement :

0x y O
dﬁ_ ly o —x @_ —z 1 _ Y
dt |y e|  a24y2 0 dt |y | a2y

“xy
En appliquant les formules de dérivation d’un quotient, il vient ensuite :
2
d27x _ —d (2® + ) + oz (20% +2y ) _ x4+ 2xY 2+y2 _ z (3y* — 2%)
dt? (@2 +42)? (@ +y2)?* (22 +y?)°
72 322 — 42

Un calcul analogue conduit & ¢y _ M
a2 @)
Exercice 1.14 1) Puisque les différentielles dU et dS sont exprimées en fonction de dT" et dV, cela signifie qu’on a
choisi T et v comme variables indépendantes (p étant alors une fonction de T' et v puisque p, v, T sont liées).
2) Comme dU et dV sont des différentielles exactes, les dérivées partielles croisées sont égales, et on a par (1.26)

9 _ 0 (1_p)et 2 (2) =2 (L)

v — aT p o0 \T ar \T) -

En tenant compte du fait que 7" et v sont indépendantes, ceci s’écrit :

—zy

oCc _ ol _dp 109C _ 109l _ I
dv — 9T 9T *» Tov  TOoT  T2*
On multiplie la deuxiéme équation par T' et on la soustrait & la premiére. On obtient 0 = —Z& + T, doul = TaT

Exercice 1.15 1) Cette forme différentielle est définie dans le plan R? privé de Porigine O, puisque 2% + 42 =0 <
z=0ety=0.

2) Ce cercle est paramétré par x = cost, y = sint, ou ¢ varie de 0 & 27w (Figure 1.12). On a donc dz = —sintdt,
dy = costdt, et l’intégrale curviligne s’écrit :
t=27 in . 271—
f—> 2 2 dx + po +y2 dy t=0 #‘Q’;"Qt sin tdt + #j;ngt costdt = = dt = 2.

3) 6W ne derlve pas d’un potentiel scalaire dans le plan privé de V'origine O.

<
En effet, si c’était le cas, sa circulation le long de la courbe fermée (C') serait nulle.
4) Veérifions que les dérivées partielles croisées sont égales :
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o L=y o Z(@H)rvay 22 o (e ) (@Pe?)-e2e | 2p2

Ay \ z2+y2 (m2+y2)2 - (w2+y2)27 oz 24y (m2+y2)2 - (x2+y2)2'
Par conséquent, on voit que, si 0W = Pdx + Qdy est une différentielle exacte, alors %—5 = %. Mais la réciproque est
fausse. Dans cet exercice, I’égalité %—fj = g—g est vérifice dans R? — {0}, mais §W n’est pas une différentielle exacte.

Ceci est di au fait que R? — {0} est ”troué”, et que la courbe fermée choisie entoure le trou O.

Solutions des exercices du chapitre 2

Exercice 2. 1 Le domaine D est représenté figure 2.14. On a
I=[", v=Ymax(®) 120 40 dy = o fy 1T 2 2ydady

Y=Ymin (@)
x=1 2 11—z T 1 2 21y=1—2z z=1 2 2
=/, 0% ( yy:o ydy) de = [T = 1y ]y:O de =1 wo T (1 —z)" dz.

[
Donc [ = %fol (932 — 223 +$4) de =1 [%x‘o’ — %x‘l + %mﬂ; = %.

A
=4-x
\ LY
! Yra(X) = 4%
ymax(x) =1x D
1 _——
D ! :'\
o X 1 o] 1 x 3 4
Figure2.14 Figure2.15

Exercice 2.2 Le domaine D est représenté figure 2.15. On voit que Tmin = 1 €t Tmax = 3. Donc
y= ymax(‘x) dzdy __ =3 y=4—z _ =3 ;1 y=i-e — l)
= [ fy Ymin(z) (@F+9)2 l.o ( y=1 (T+y)2) de = [/ |:z+y]y:1 dr = f1 z+1 i)de.

Par suite I = [ln|a:+1| - 1]1 = (ln4— %) - (ln2— Z) =In2— %

Exercice 2.3 Le domaine D est limité par la droite d’équation y = x et la parabole d’équation y = z2 (Figure
2.16) On voit que Zmin = 0 et Zmax = 1. Donc

= [25 o) Vadady =[50V ([ dy) do = [25) VE )t de = [ VE (v - 2?) da,

On developpe et on utilise les puissances rationnelles, pour obtenir
1
I—fo ($2—x2)d1:—[ z3 —%:m} zg—%:%.

0
y A y A
l -------y--:--)z--l y:)(2
Ymax(X) = X : r q
Ymin(¥) =% i >
i 0 X
L X
0 1
Figure 2.16 Figure2.17

Exercice 2.4 D est le disque de centre O de rayon 1 (Figure 2.17). Ainsi 0 varie de 0 a 27, et, pour 0 fixé, r varie
entre Fumin (9) =0 et Fmax (0) =1, doul= 9_:27r f’l‘:"‘max(o) rdrdg _ 0=2m (f’!‘:l rdr ) do.

6=0 r=rmin(0) 1472 6=0 r=0 1+r2
Puisque l'intégrale entre parenthéses ne dépend pas de 6, c’est une constante qui vient en facteur de l'intégrale par
rapport & 0 (intégration sur un pavé). On obtient ainsi

I=[12) e x 727 do = [$In]1 +72|]p x [0]57 = 7In2.

Exercice 2.5 Le domaine D est le huitieme de disque de centre O de rayon R situé entre les droites y =0et y =z
(Figure 2.18). Donc 6 varie de 0 a %, et, pour § fixé, r varie entre rmin (f) = 0 et Tmax (0) = R et

I= f:::o% r=rmax () (r? cos® @ — r* sin” 0) rdrdd = fe 04 =R (cos® 0 — sin® 6) r®drdo.

T=Tmin(0) r=0

Or on sait que cos® 0 — sin? § = cos 2. Par Consequent
I= f;::oZ ( ::OR cos 29.T3d1”) do = f9 04 cos 20 (fr R 3dr> de.
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Comme dans l’exercice 2.4, 'intégrale entre parenthéses ne dépend pas de 6, c’est une constante qui vient en facteur
de Vintégrale par rapport a 6 (intégration sur un paveé).

On obtient I = f::OR r3dr x f;:oz cos 20d6 = [%rﬂOR x [§sin20] 7 = $R%.

Exercice 2.6 1) Il s’agit du cercle de centre € (1,0) et de rayon R = 1.

2) L’équation développée s’écrit z? +y* — 2z = 0. En remplacant x et y par = rcosf et y = rsind on obtient
r? — 2rcos = 0, d’ou ’équation polaire de (C) : 7 = 2cos 6.

3) L'inégalité (¢ — 1)> + 2 < 1 équivaut & HQMH <1

Ainsi le domaine d’intégration est l'intérieur de (C), limité aux y > 0 (Figure 2.19). On a donc

I = fz:2 y=4/1—(z—1)2 ydy) dr — fz:2 [lyz} y\/:ZOZ—zQ do — % ;:02 (2:1: N $2) do — % [mg . l$3:|2 _

2
z=0 y=0 z=0 L2 3 0o~ 3
4) Pour 6 fixé, on a rmax (0) = OM = 2cos 6 (Figure 2.19). Donc
1= f;::f ( ::02 012 6in Gdr) df = % f:::o? cos® 0sin 6df = % [—i cos? 9]0% = %

A

A y M

Yimax(X) r
e

v

Figure2.18 Figure2.19

Exercice 2.7 On a z? 4+ 3% — 2y < 0 < 22 + (y — 1)> < 1. Donc D est Vintérieur du cercle de centre €(0,1) de

rayon 1 (Figure 2.19). Pour décrire le domaine D, 0 varie entre 0 et 7, et pour une valeur donnée de 6, r varie entre

Tmin () = 0 et rmax (6) = OP (Figure 2.19). L’équation polaire du cercle d’équation cartésienne 224+ y? -2y =0
I 2 . . O=m r=2sinf 3 =7 . 4

s’écrit r° — 2rsinf = 0, donc rmax (0) = OP = 2sinf. Donc J = fe:o (fr:O T d?‘) do = 4f9:0 sin® 0d6.

Pour calculer cette intégrale, on linéarise

i —io\ 4 ) ) ) )
sin' 9 = (%) =L [ + e —4(e* + e %) + 6] = L (cos40 — 4cos20 + 3).

On obtient donc J = é [% sin 46 — 2sin 20 + 39];T = 37”

Y s
y
(€]
w
r P
X
A
q . o w
o
Figure 2.20 Figure2.21

Exercice 2.8 On cherche d’abord P et @Q tels que ff,D ydxdy = ffD (% — %—I;) dzdy.

Il y a plusieurs fagons de procéder. Par exemple, prenons Q@ = zy et P = 0. En appliquant la formule de Green-

Riemann, il vient I = ffD ydzdy = f(?) zydy, ou (I') est la courbe entourant D, parcourue dans le sens trigo-

nométrique (Figure 2.21). En notant (C') le demi-cercle parcouru dans le sens indiqué, il vient I = ff,D ydxdy =
f(E’) zydy + f(m) xydy.

—
Or sur (OA) on a dy = 0 car y reste constant (égal a 0).

Par ailleurs une représentation paramétrique de (C') est z = 1 + cost, y = sint, lorsque ¢ varie entre 0 et w. Alors
dy = costdt, et par conséquent

I= ::()ﬁ (1 + cost)sintcostdt = tt:()ﬂ (sintcost +sintcos®t) dt = [—3 cos®t — & cos® t]g =2
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Exercice 2.9 Le domaine d’intégration est I'intérieur d’une ellipse (E) centrée en O, de grand axe horizontal. Une
représentation paramétrique de cette ellipse parcourue dans le sens trigonométrique est * = acost, y = bsint, pour

t variant entre 0 et 2. On observe que J = [ (—Q - O—P) dxzdy, avec Q = 2’ ot p = figy.

b2 a
En appliquant la formule de Green-Riemann, on obtient

J=73 ) TVdr + % dy = 2abf " sin” ¢ cos® tdt.
Or sin®tcos®t = 1 (2sintcost)® = 1 sin? 2¢. Donc J = %b ::02" sin’ 2tdt = tt 02" (1 — cos4t) dt = Zab.
A
C « B
a 4
e "X A > Figure 2.22

Exercice 2.10 Le domaine d’intégration est l'intérieur du carré OABC (Figure 2.22).
1) En coordonnées cartésiennes, on intégre donc sur un pavé :

r=a =a - y=e
=S (S et )d“"fz o |VEreTe]
1 2 27°
= [ (w (2% 4 2a%)2 — z (2? +a2)§) de = % [(362 +2a%)% — (2? +a2)§}0
— % [(3@2)% _ (2@2)% _ (20/2)% + (GZ)%] = %as (3\/5— 4\/§+ 1) .

2) Pour utiliser la formule de Green-Riemann, prenons Q = y/z2 + y? + a? et P = 0.

Le contour (C') est la réunion de quatre segments (Figure 2.22).

La formule de Green-Riemann s’écrit : [ = [53 Qdy + [53 Qdy + [5z Qdy + [73 Qdy.
La premieére et la troisieme intégrales sont nulles car dy = 0.

— —
Sur AB, on a x = a, donc Q = y+/y? + 2a?. De méme, sur CO, Q = y+/y? + a2. Donc
I= [35Qdy+ [zzQdy = [’ y\/v? +2a2dy+fy D y/y? + atdy
§ a
=3 <y2+za2)2}0+[ )] = 2 (v - avE 41,

Exercice 2.11 Le domaine d’intégration étant un disque centré en O, on travaille en coordonnées polaires dans le
plan Ozxy. Soient (r,0) les coordonnées polaires de P. Alors do = rdrd6.

—_— — — —\ — — — —_— — — — — —
De plus PM. k = (POJrOM).k =PO.k +OM.k =OM.k car PO et k sont orthogonaux.
P w7 72 ) 3 213 2 2\ 3 2 2
Donc PM.k =hk.k =hk? = h. D’autre part |[PM|> = (PM?)? = (OP> + OM?)? = (r +h)

3
2. Donc

=2 rdrd =27 r=R -2

Exercice 2.12 1) Partons du membre de droite de ’égalité & démontrer.

R
—1 =2rh(+ - ———).

Quand on intégre par rapport a y, l'intégrale est de la forme | %dy.

Donc, en tenant compte du fait que 1+ > 0, fl 1?;’24 =Mn[l+aylly=ll+z/=1+2).

P _ 1 zdy _ rz=1 y=1 T
2) AlnSl J = fO HT ( 0 1+Zy) dr = fx:O ( y=0 mdy) dz. Donc
zdzd 2 .
J = ffDTﬁm,avech{(ay)eR/OSxSI,OgySI}.
3) Puisque le domalne D est symétrique par rapport & x et y, x est y jouent le méme role.

On peut donc les intervertir dans J, et on obtient J = ffD %‘

En additionnant les deux expressions de J obtenues, il vient
y 2(1+y?)+y(1+22)
2J = ffD < (1+22 (1+9cy) + (1+y2)(1+wy)) drdy = ffD (1+22) (1492) (1+aoy)

En développant le numerateur, onvoit que z (1+y°) +y(1+2°) =z+y+ay(z+y)=(z+y) (1 +ay).

dxdy.

D’on, aprés simplification par (1+zy), 2J = [[, mdwdy
4) En séparant 'intégrale en deux, il vient 2J = [, dedy + /5 mdxdy.
D étant symétrique par rapport & x et y, les deux intégrales sont égales, donc
5= Iy Gerafmyteds = 23 (115 ey do
On inteégre une fonction de la forme f (x) g (y) sur un pavé, donc
J = (f; 01 i dm) (f; 01 2 dy) [ In (1 4+ )] [arctanm]o =ZIn2.
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Solutions des exercices du chapitre 3

Exercice 3. 1 Le domaine d’intégration est un tétraédre (Figure 3.31). En utilisant la figure 3.32, on voit que
=2 =2—x z —z_ 4 r=2 =2—z T
I=["" (ffD dydz)dx—fx:()x(;:() (fz 01 2 2dz)dy)dx:f$:0x(yy:0 (1—5—%)dy)dx.
Intégrons par rapport a y. On garde groupé le 1 — £, qui est une constante :
=2 © 2— =2
I=[Zael(=5)y-1],5 Tdr= [T a(32-2)°-§@2-2))de =] [Jw(2-x)da.

En développant le (2 — z)?, on obtient I = i [23:2 — %x3 + ix‘l]o = %

X+y+2z=2

1-x2-yI2

0 y 2-Xx
Figure3.31 Figure 3.32

Exercice 3.2 Le domaine d’intégration est un cube (Figure 3.33).Grace a la figure 3.34, on voit que

x=1 =1 =2
I=[" (fsz 7(z+y1+z)4 dydz) de = [, ( ;:1 (fz Lty +2)” dz) dy) dz.
En intégrant par rapport a z, il vient
I=-2 [ (N2 vyt ) dy) do= =3 [ (S5 @4y +2)° = (@ +y+ )] dy) do.
Intégrons ensulte par rapport ay:
I=L[ [@t+y+2) 7 —@+y+ 1) de =1 [ (e +4) 77 —2(x+3) 7 + (@ +2) ] da.
On intégre enfin par rapport ax:

I=—§[e+0)7 2@+ + @+ =4 [G-3+5) - (G-3+D] =35
z 1 z
Py E—
— . Py S—
X /% 7 y y
L. <. 0
/ Figure 3.33 Figure3.34

Exercice 3.3 Le domaine d’intégration est un cylindre (Figures 3.35 et 3.36).
En remplagant dS = dxdydz par rdrdfdz, on a

7= 9 27T ffD 22rdzdrdf = 99::0% (frrzzoa r (fzz:Oh szz) dT) do.

Les bornes etant indépendantes, I'intégrale se décompose en un produit de 3 intégrales simples :
h a
=[5 2de x [ rdr x [ a0 = [ 5] x [5 ] x 077 = 5a%h®.
0 0

z

(Chpoo)

>

y
a5 0 r a
X a Figure 3.35 Figure 3.36

r

Exercice 3.4 Le domaine d’intégration est ’espace compris entre les sphéres de centre O de rayons respectifs « et
B, limité aux z > 0 (Figures 3.37 et 3.38).
En remplacant dV = dxdydz par 2 sin 0drdfdy et \/a:2 + y2 + 22 par r, il vient

1= [7207 (S, L2 sinbdrdo) dp = [2277 (o257 sin0 (f7=7 rdr) d6) di.

Les bornes etant de nouveau 1ndependantes l 1ntegra1e se décompose en un produit de 3 intégrales simples :
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B fud
I=["" rdrxfg 02 s1n0d0><f“p Zdep— [é] x [—cosO]g x [plo™ =7 (B —a?).

0 a b
Figure 3.37 Figure 3.38

Exercice 25.5 1) Soient z, y et 2 les coordonnées cartésiennes de M. Alors HMPH = \/x2 +y2+ (2 — h)*.
Or on sait que x = rsinf cos ¢, y = rsinfsin p, z = r cos f. Par conséquent

HMP ’ = \/r2 sin® @ cos? ¢ + 72 sin? @sin? p + (rcos@ — h)> = /72 — 2rhcos 0 + h2.
2) En coordonnées sphériques, il vient I = f“o 2w (0=m pr=R _ 12 sin0drdidp (Figures 3.39 et 3.40).

=0 Jr=0 \/72—2rh cos 6+h?2

Or les bornes en r et 6 sont indépendantes, et le sin # incite & intégrer d’abord par rapport a 6. On écrit donc
=27 r=R O=m sin =27 r=R
I= [ (ﬁ:o r? ( P —\/%) dr> dp = 77 (fr N VR 2rhcos¢9+h2] dr) dip
= % f—:o% (frr_:OR r [Vr?+2rh+ h? — /12 = 2rh + h?] dr) dp =+ p=2m <fT=:ORr [\/(h +7)? — \/(h — r)2] dr) dy

»=0 T
_ o= 27r( r[(r+h)— (h—r)]dr)dcpcarh>1"
= S"QW(TRer)clcp—% TRQdT:OQdep:%TrRTS.
P z

Figure3.39 Figure 3.40

Exercice 3.6 1) En utilisant les figures 3.39 et 3.40, on a
V= [[fdV = [ 2”( gezoﬂsmé?(fr . 2d7‘)d0) =7 . 2dr><f Tsinfdf x [7° 2Trdg0
Ainsi V = [ 3]0 x [—cosf]y x 2m = 27 R® (voir aussi Toutes les mathématiques, page 169).

N
2) Choisissons un repére orthonormé direct (O, 7, 7, k) de telle sorte que 'axe de révolution du cone soit 'axe Oz
(Figure 3.41). En coordonnées cylindriques, dV = rdrdfdz, donc

V= fffav = = (S5 (J5m az) ar) do.

Considérons les trlangles homothetiques de la figure 3.42. Alors %M = % Donc zmax(r) = h (1 — %) et
V=h [ (S (= f) dr) o =h [[57 d0 x |5 = 5] = 4= R%h.

2 3R 3T

4

z

0 r R

Figure3.41 Figure3.42
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Exercice 3.7 1) Le solide est homogene et symétrique par rapport a la premiere bissectrice, donc son centre d’inertie
appartient a la premiére bissectrice (Figure 3.43). On a donc zg = ya, et

xG = %f(F) xzdl = é f:::()% Rcosf.Rdf = 2£ [sin@]og = 2R

i

2) Lorsqu’on fait tourner le fil autour de l'axe des y, la surface de révolution engendrée est une demi-sphere de rayon

R. En appliquant le premier théoréme de Pappus-Guldin, il vient S = 27zgl, d’ol z¢ = % = QQZRQR = %.
™ 7\'7
dl
y ’/ M
A X
(@]

Figure 3.43
Figure3.44

Exercice 3.8 Le solide étant homogene et symétrique par rapport a 'axe Oz (Figure 3.26), son centre d’inertie G
appartient SL cet axe. On calcule donc seulement za, en utilisant bien sir les coordonnées sphériques :

=1 .
=5 fff(z 2dV = 23 [T oo [ r cos 0.2 sin Odrdfdyp.
Les bornes etant mdependantes et la fonction a intégrer se presentant sous la forme d’un produit, il vient

2 = %RS 7o dp x fe 02 cos@sinfdf x [ Rr3dr = 133 [§s1n 9}0 [ir‘l]o =3R.

Exercice 3.9 1) Il s’agit de trouver zq, ot G est le centre d’inertie du fil ABC. Désignons par u la masse linéique
du fil. Soit I = AC = AB = +/5, I' = BC = 2 (Figure 3.27). Soit A’ le centre d’inertie du segment BC' (son milieu
puisque BC est homogene), et B’ et C’ les centres d’inertie des segments AC et AB (c’est-a-dire leurs milieux). Par
le théoréme d’associativité, on voit que G est le barycentre de (A’, ul"), (B', ul), (C', ul) . En simplifiant par u, on
obtient

UVzar +lzp +lzer  2x3+vV5x2+vV5x2  3+2V5

I+ 2U 2(1 4 v/5) 1++5 "
Dou S = 2rzq (I' + 21) = 47 (3 + 2v/5) par le premier théoréme de Pappus-Guldin.
2) On cherche zr, ou I est le centre d’inertie de la plaque triangulaire ABC. On sait que I' est le centre de gravité
(isobarycentre) du triangle ABC, donc xp = 2at2BE2C — T Par ailleurs la surface o du triangle ABC vaut
o= %AA'.BC =2, donc V = 2maro = Z7.

3
Remarque : le solide engendré est un tore a section triangulaire (Figure 3.44).

rg =

3

Exercice 3.10 Entourons le point M de la barre, d’abscisse , d’une longueur infinitésimale dx (Figure 3.45), de
masse dm = pdz. Sa contribution au moment d’inertie est dJa = umde

Ainsi Ja = ;Lf;:l a?dr =2p [ "atde = Zpul®. Or M = 2lp, donc p = %t et finalement Ja = 2 MI>.
D
X M
—
| | ;
dx
Figure 3.45 Figure 3.46

Exercice 3.11 Entourons le point M, repéré par Uangle 6 (qui varie de 0 & 7), d’un morceau infinitésimal de fil de
longueur dl = Rdf (Figure 3.46), de masse dm = uRdf. Sa contribution au moment d’inertie est dJa = pRr2do,
donc Ja = puR fe " r2df. La variable d’intégration étant 6, on exprime r en fonction de #. On voit que r = Rsin6.
Donc

Ja = puR® [, = ", sin’ 9d0— LuR? gzw o (1 —cos20)df = FuR>.
Or M = nRpu, donc pu= =% et par consequent Ja = 1/\/lR2

v

Figure 3.47 Figure 3.48
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Exercice 3.12 On entoure le point M d’une surface infinitésimale dS, de masse dm = pdS (Figure 3.47). Sa
contribution au moment d’inertie est dJa = ur2d5’, donc Ja = ,uffD r2dS. On utilise les coordonnées polaires
puisque le domaine d’intégration est un disque (Figure 3.48). On a dS = rdrdf, d’ou

Ja=p o= l" [ rBdrde = p )72 dO [ rPdr = TuRt

Or M = nR?p, donc p = W—Rz et on obtient Jao = %MRQ.

Exercice 3.13 Soit X le solide deﬁm par I'intérieur de ce paralleleplpede Soit p sa masse volumlque Choisissons

7 OB Y — (Figure 3.49).

un repére orthonormé direct (O, 7 , ] k) de telle sorte que 7= ToB’ H H

04
[[EZK
Par définition, le moment d’inertie du parallélépipede par rapport a (OC') vaut

T=ufffertav =[5 (5 (255 (@ +v?) d2) dy) da
= e [ ([0 (0 +7) dy) do = e [ [+ 2ol do
= pbe [T (2 + §b%) do = 15 we (2% + b’ ] = Lpabe (a® + 7).
Soit M = pabe la masse totale du parallélépipede. On obtient J = %M (a2 + b2) .

Figure 3.49

Exercice 3.14 Choisissons un repére orthonormé direct Ozyz comme dans la figure 3.41. Par définition, le moment
d’inertie du cone par rapport a (Oz) vaut J = fffz r2dV, ol le 7 est exactement le 7 des coordonnées cylindriques
(distance du point M a laxe Oz). En coordonnées cylindriques, on a dV = rdrdfdz, et par le méme raisonnement
que dans l'exercice 3.6 b, il vient

J=pnfs 2”( (f = 3dz)dr)d9_uhf9 S (S (1= ) ar) o
L’intégrale en r ayant des bornes qui ne dépendent pas de 6, J s’écrit comme un produit de deux intégrales, et

J = uh X 6 2T d x T=0R (r3 — %) dr = ZphR*. Or le volume du cone vaut +wR?h (Exercice 3.6 b). Donc

H= 7rR2h et J_ MR,

Exercice 3.15 Choisissons un repére orthonormé direct Ozyz de telle sorte que (A) soit 'axe Oz (Figure 3.39).
Par définition, le moment d’inertie de la sphere par rapport a (Oz) vaut J = ,ufffz HM?dV, ou H est la projection
orthogonale de M sur Oz. En coordonnées sphériques, on a dV = 72 sin 8drdfdy et HM = rsin . Par conséquent

J=npn ‘p%(;zoﬁsm G(fTR 4dr)d0)dap prR 4d7'><f sin 9d0><f‘p 27rdg0

Or fo sin® 0do = [— cos 6 —|— % cos 9} = % (Exercice 14.4 de Toutes les mathématiques, page 161).

Puisque la masse de la sphére vaut M = ,u37rR3 il vient finalement J = ,u— X 3 X 21 = 2MR2.

Exercice 3.16 En utilisant les figures 3.41 et 3.42, on a, puisque V = %ﬂ'RQh,
6= % [[fpzdV = [}7" ( Ry (ff:(;*ﬁ) zdz) dr) d0 = 2 [7= ([ (1= ) dr) do

= 3 [0 x ([ (= &+ fr®) dr) = 3 x SrR? = Lh,

mR2 12

Exercice 3.17 Découpez un triangle dans un feuille de carton épais. Faites un trou a un des sommets, et suspendez
le triangle a un clou ou une épingle, de telle sorte qu’il puisse pivoter. Sa position d’équilibre sera atteinte lorsque
son poids 1_5, qui s’applique a son centre d’inertie G, sera a la verticale de son point de suspension. Cette verticale
peut se voir en suspendant un fil & plomb au clou (Figure 3.50). On constate expérimentalement que cette verticale
est la médiane, ce qui confirme le calcul de 'exemple 3.5.
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G D
} \ ©
S

-->
P Figure3.51
@ Figure 3.50

Exercice 3.18 1) Lorsque la base du cone est un triangle, le cone est un tétraedre (Figure 3.52). Lorsque la base
du cone est un quadrilatére, ¢’est une pyramide (Figure 3.53). Lorsque la base du cone est un cercle, ¢’est un cone
circulaire (Figure 3.54).

2) Découpons le cone en tranches infinitésimales d’épaisseur dz (Figure 3.51). Soit S (z) la surface de cette tranche.

Le volume intérieur du coéne vaut V = f;::(]h S (z) dz. Or la tranche S (z) s’obtient a partir de la surface de base S
par '’homothétie de centre §2 de rapport k = 7, qui multiplie toutes les longueurs par k et toutes les surfaces par k2.
On a donc S (z) = z—zS et
z=h
V= % - 2’de = ésn

Le volume du céne de révolution obtenu dans I’exercice 3.6 est évidemment un cas particulier, avec S = mR2.
3) Reprenons la figure 3.51 et appliquons le théoreme d’associativité. Le centre d’inertie du cone plein homogeéne
est le barycentre des centres d’inertie G (x) de chacune des tranches, ces centres d’inertie étant affectés de la masse
totale dm (z) de la tranche. Or dm (z) = pS () dz, ou p désigne la masse volumique. Par ailleurs, il est clair que
chacun des barycentres partiels G (z) appartient a la droite (2K), ou K désigne le centre d’inertie de la surface de
base S. Ainsi G € (QK). L’abscisse z¢ de G comptée a partir du sommet vaut

o = 34 :::Oh zdm (z) = 45 zz::oh zS (z)dx = A‘flfQ :::Oh 23de = ﬁ,uShQ.
Or la masse totale M vaut uV = £Sh. On a donc uSh = 3M, d'ott z¢ = %h.
4) L’analogue du cone dans le plan est le triangle (Figure 3.55). Dans ce cas, la surface vaut S = %bh (& comparer a
%Sh pour le coéne de lespace). Pour le centre d’inertie de la plaque triangulaire homogene, on a xg = %h (Exemple

3.5 de ce complément et Théoréeme 6.14 de Toutes les mathématiques), & comparer & T = %h pour le cone de
I’espace.
Figure 3.52 Figure 3.53 Figure 3.54 Figure 3.55

Exercice 3.19 On découpe le volume de révolution en tranches infinitésimales de hauteur dy (Figure 3.56) :

A
Yimax
y ©
Ymin
Xir)  KXew) Figure 3.56
Le volume balayé par la surface S vaut V = [Y™* 5(y)dy, ou s (y) désigne la surface de la tranche d’ordonnée y.

Ymin

Or cette tranche est une couronne circulaire ; le rayon du cercle intérieur est Zmin (y) et le rayon du cercle extérieur
est Tmax (y) . Par conséquent

V= [ (mtma (4)° = Fmin (9)°) dy = 7 [ [27 @ (0)° dy = 27 @ie (1)° ]

" JYmin Ymi

Ymax Ymin
=7 U Tmax (y)° dy +/ Tamin (y)* dy] =7 [oa’dy,

Ymin max
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ou la courbe (C) est parcourue dans le sens trigonométrique.
On utilise alors la formule de Green-Riemann avec P = 0 et Q = z>.

Il vient V =7 [, 2dy =7 [ (% - %—,’;) dady =27 [[ xdS.
Or z¢g = %ffs xdS, d’ou le deuxiéme théoréme de Pappus-Guldin.

Exercice 3.20 Soit ¥ l'intérieur de ’hypersphére. On définit son hypervolume, logiquement, par

V= / / / /E dadydzdt.

Coupons I'hypersphére a x constant (donc par un hyperplan de R*). Soit ¥, la section correspondante. Il est clair
que ¥, a pour équation y2 + 2% +t2 = R% — 2. 1l s’agit donc d’une sphere dans Pespace a trois dimensions Oyzt,
de rayon p = v/ R? — z2. L’intégrale quadruple qui donne I’hypervolume s’écrit donc V = fz:fR (fffzz dydzdt) dx.
Or lintégrale triple correspond au volume (ordinaire) intérieur a la sphére 3. Donc
V= z’”:fR srp’de = g f;::fR (VR? - $2)3 de = %r ;:OR (VR? - x2)3 dzx.
On peut calculer cette intégrale grace au changement de variable x = Rsin .
Il vient V = §WR4 f05 cos? 0df. Cette derniére intégrale se calcule par linéarisation :

cos’ 0 = & (e + 67i9)4 == (e‘“g +4€%% 4+ 64 46720 1 674’40) = £ (cos46 +4cos26 + 3).
D’ou finalement V = %7’1’2R4.

Solutions des exercices du chapitre 4

. s
Exercice 4.1 On a E = k”c())—’#”‘? =k (a?Q +y2 + 22) 2 (x? + y? + z?), d’on

3 3
2 _3 zi[ﬁ—i— 2422 75}— @[mQ—&— 2422 75]
o oz o (2 +y? +22) 70 ay ( Y ) ) vz: |( Y ) )
— _3 _32 _3
ot =VAE=| 2 Al y(@®+y*+27) 2 = ac%[(wQ—&-yQ—l—zQ) 2]—,26% (2 +y* + 2%) 2]
2, .2, 2\~ 5
z(x®+y +27) 2 -3 -3
2 (% +97 +2%) b2 (@ v )Y a2 [+ + )]
_s _s5
—3zy (a:2 + %+ z2) 2 4 3yz (1’2 +% + z2) 2 0
=| —3zz (m2+y2+z2)_5+32x (m2+y2+22)_§ =10 /.
_s _s
—3yx (a:2 +y% + z2) 2 4 3xy (.122 +y% + z2) 2 0
9. ou
oz ox
Exercice 4.2 1) rot (gradU) -V A gradU = 8% A ‘Z)Z
s U
oz Oz
8°U _ d%*u
Oydz 020y
2 0 PU 90U
= gzég; — gmgz = 8 car D90z = 920y (Formule (11.21) de Toutes les mathématiques, page 123).
8’U _ 8%U
Oxdy Jydx
2) div(rotE) = V.rotE = V.(V A E
r o o oB. _ 9By
oz oz Ez oz Oy Oz
_ ) ) _ o 0B, _ OE,
= & |- a5 || B = & || 5 %
E,
9 9 9 9By _ 9B,
o0z Oz 0z ox oy
_ 8 (0E; OF, 8 (OEg OE, o [ 9F, OE,
_ﬁ(ay_azy)—’_aiy(ﬁz_am)—"_& Bzy_ay)

92E,  9%Ey + 8%E,  9%E. i 2’E,  52E,
— Oxz0y O0x0z

5700 — oz00 = 0 (Formule (11.21) de Toutes les mathématiques).

AE,
AE, | =& (AE)+ & (AEy) + £ (AE.).
\E,

fo S Sl
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Par la régle de dérivation d’un produit :
SN — A 9By | 89X O oA )
le()\E) = %Ez —+ )\ o + @Ey =+ A Byy + %Ez =+ AW

= (66% + 28y 8(5;) + 2B, + 2B, + 2B, = \(divAE) + (grad A).E.

- = - = =
2 div(EAF)=V.(EATF)
s s
9o E, F, v E,F. — E.F,
= 2 ||| B |~ B ||=]| & || B:-Fx—EF:
E. F. E.F, — E,F,
el k)
Oz Oz

= & (ByF: — E.F)) + & (E.F; — E.F.) + & (E.F, — E,F,)
En utilisant de nouveau la régle de dérivation d’un produit, il vient :

A1 [e22) 9F, oE OF, OE 9F,
— Y z __ z _ Y z x
div(EAF) =3 F, +Ey,%5* - %5=F, - E, B””a; 0’“’351 + E. %
_OE o oF OE y OBy o OF
Byz z E; Byz + Bzz Fy + B Oz oz Fy Ey 6;
_ 9F, _ OFy\ _ OF, _ OF.\ _ OFy  9F,
=L Oy Oz EU ( Oz oz ) E. oz Oy
9E 0Ey 9E, 9E OEy OE,
+ Fx ayz_62)+Fy(8;_8;)+Fz(81_ByL :
On reconnait alors des produits scalaires :
9E, _ 9By OF, _ OFy
G} d 3} 8
e Iy ' : By ! ) — — = —
. — —
div(EANF)=| F, |. %—% —| Ey OFy _ 9 | = [ rotE— E.rotF.
z Ox Oz Ox
F. B,
OEy 9B, OFy _ OF,
ox oy ox dy
Exercice 4.4
9 _ 9 (2 OB, _ 0X _ 9By
By (AE>) 52 (AEy) 5y E.+ )\ oy 5By — A,
— =
_ o 5l _ 2N 9B, _ O\ 9E
Drot(AE) = [ 52 (AEx) — 55 (AE2) e T AGE — B = A
9 K< A OBy _axp _ \9Eg
oz ()\EU) ~ By ()\Ex) oz Ey + A dz Ay E'T A oy
oA _ 0A 0B, _ 9By ax
oy EZ Oz Ey oy Oz oz E
-
—| aap _a 0B, _0E. | _ | ax eyt
= o E. 5 E. + A o o = By A E, + Aot E.
E,
AR _ g OBy _ 9B, IE2N
ox Y Oy T ox dy Oz
— = —_— ——
On a donc finalement rot(AE) = grad AA E 4+ ArotE.
8 (9By _ 9E,\ _ o (BEI _ BEZ) 9°Ey  92E, _ 9%E, L 2B
Jy ox dy Oz \ 9z ox Oyox oy2 922 020z
—_— —— . 2 2 2 52
— 0 (0B, _ 9Ey\ _ o (9Ey _ 9E, — 2’E, _ O0°Ey O9°Ey O Ey
2) rot(rotE) - Oz ( oy Oz oz oz oy - 0z0y 922 dx2 + Oxzdy
9 (BEm . BEZ) o (0B, _ 9By 92E, _ 9%E. _ 0%E, + 2B,
oz Oz ox oy oy oz 0xdz dx2 oy? Oyoz
Faisons apparaitre des laplaciens :
9’E, | 9%E, n 92E,  9%E, _ 9%E, _ 0%E.
Oyox 0z0x dx2 dx2 oy? 922
—_— 2 2 2 2 2 2
_ 8%E, 8% E, aEyic’}EyiaEyiaEy
I‘Ot(I‘OtE) - 0z0y + Oxdy + oy2 o2 oy2 922
9By | 9% E, LB, 9B, 2°B. _ 0°B,
00z Oydz 922 dx2 oy? 922
9 (0Ey | 9By | OE, 92E, | 9%E, |, 9%E, —
oz oz + oy + Oz 6121' 3y2L aZZJ' ai(dlv E) AEz
| 2 (2B y 2By | oE. e, 9B, B, | _ | 9 (4R AL | — mad(div B
- oy oz + Oy + EE - ErY) + 9y + 522 - @( v ) - Y = gra ( v )_
—
o (oE dE, | OE B, | 9B, | 9°E. 9 (d; AFE,
3 \ o T 8;’ + 52 a2 T a2 T 5.2 B2 (div E')
_
AFE.
. — - - - R
Exercice 4.5 Posons w =wz; i +wy j +w, k, oll wa, wy, w, sont des constantes.
y y
9
oz
IV Wy T ) WyZ — WY
Alors rotV = rot Wy A Y = e A WL — WeZ
Wy z 5 Wzl — Wy
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ai (way — wyx) — 8‘92 (W — wez)
we — (—waz) W
= 9 (wyz —w.y) — 2 ( = —(~wy) | =2
3. Wy Y Wl — WyT) Wy Wy Wy
w, — (—w>) W,

2 (w22 — waz) — ;y (wyz — w»y)

_
On a donc rotV = 2w, dou W = lrotV.

Exercice 4.6 L’éléement de surface vaut do = R? sin 8dfdep, et 6 varie de 0 & T, o varie de 0 & 27, indépendamment
l'un de lautre (Figure 4.21). Puisque z = Rcos, il vient

I—ffs\[do—]h o= 2” (f;foi 005051n0d9) de

= R% [,"F (cos0) ¥ sin0df x [¥-2" dp = ‘= R% [_ (Cosg)%] 2 _anpd.
- 0

Figure4.21 Figure4.22

Exercice 4.7 L’¢lément de surface vaut do = Rdfdz, et 0 varie de 0 & 27w, z varie de 0 & a, indépendamment ['un
de l'autre (Figure 4.22). Puisque z = Rcosf et y = Rsind, il vient

I:ffs ﬁdaz % 98:02”( zfazdz) df = % [%zz]g X 21 = %.

Exercice 4.8 Orientons par exemple ¥ comme dans la figure 4.23. Le vecteur 7 unitaire et normal a ¥ est radial,

. - — — T e .
et son angle polaire dans (¢, j ) est . Donc W = cosf ¢ +sinf j . De plus I’élément de surface vaut do = Rdfdz,

et 0 varie de 0 & 1, z varie de 0 & h, indépendamment 'un de I'autre. Enfin on a, au point M,

—

o - - 2 . 2,9 77
E=214 +.12] —3y"zk =241 +Rcosfj —3R*sin"0z k.

—
Donc le flux de E & travers la surface orientée X vaut .
=2

o= [y E.7.do = Rf;:og (f;:oh [z cos@ + Rsin 6 cos 6] dz) d0 =R ’ (2% cos6 + Rz sin 6 cos 6] jig do

==
:Rh/ : [%hCOSO—FRsinGcosG} do = [h31n€+Rsm 0]
0=0

/
v S¢

q Figure4.23 Figure4.24

. —= = . = — — - . . -
Exercice 4.9 1)OnarotE =V AE =xzi +yj —2zk. Orientons la demi-sphére comme indiqué figure 4.21.
— _ oM _ 1.7 - - . _ = 1 2 2 2\ P2 o
Alors m —W—E(mz +yj +zk). Par consequentqb—ffsrotE.n.dO'—Effs(sc + y* —22°)R*sin 0dOdp.
Puisque z = Rsin 6 cos oy = Rsinfsinp et z = Rcosf, il vient

o= R3 - 277 (fg o (sin® @ — 2 cos® 0) s1n9d9) do = 2rR? fg o (1—3c0s 9) sin 6d6

= 27 R? fe:o (smH — 3cos? fsin 9) df = 27 R® [f cos 6 + cos 0}02 =0.
2) La formule de Stokes s’écrit [[g 1ot E. 7 .do = $r E.aM (Figure 4.21).
Oronax=Rcosp, y=Rsinp, z=0, dr = —Rsinpdy, dy = Rcos pdp et dz = 0 pour tout M € (T'). Donc
¢=[[s ot B .7 .do = $r E.dM = f;:o% ydz + z(1 — 2z)dy = ;::0% R?sin ¢ cos pdp — R? sin ¢ cos pdp = 0.
3) La réunion de S et du disque D de centre O de rayon R dans le plan Ozy constitue une surface fermée 3. On
oriente celle-ci vers lextérieur. Cela signifie que, pour S, le vecteur normal unitaire est 7, comme dans la figure
4.21, tandis que pour D, le vecteur normal unitaire est — k . La formule d’Ostrogradski s’écrit
[f Tt E. T .do = [[[, div(rot E)dV = 0, car div(rot E) = 0.
En décomposant le flux en deux, il vient ffs Hﬁ.ﬁ.da + ffD I;t)ﬁ.ﬁ).da' =0.
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Orpour M € D,ona n = 7?, donc [ ot B. 7 .do = I ot Bk .do = [[p —2z.do = 0O,car z =0 dans D.

Exercice 4.10 On procéde comme dans l’exercice 4.9, question 3 (voir Figure 4.21). La réunion de S et du disque
D de centre O de rayon R dans le plan Ozy constitue une surface fermée 3. On oriente celle-ci vers I'extérieur. Cela
signifie que, pour S, le vecteur normal unitaire est 7, comme dans la figure 4.21, tandis que pour D, le vecteur
—
normal unitaire est — k .
s yp s = = 1 =1
La formule d’Ostrograski s’écrit de nouveau ffz E.n.do= fffv div E.dV =0, car div E = 0 (un champ constant

est & flux conservatif). En décomposant le flux en deux, il vient [[ E. 7 .do.do + [[, E.7.do.do = 0.
— - _, — — 5
Or pour M € D, le vecteur normal est — k, donc ¢ = [[, E. 0 .do.do = [[, E.k.do = [[, E.do = TR*E

Exercice 4.11 1) On sait que cet angle solide est égal a la surface découpée sur la sphére de centre O de rayon
R par le cone s’appuyant sur D. Celui-ci est un cone de révolution d’angle au centre « tel que tana = % (Figure
4.19). Pour calculer cette surface, examinons la figure 4.24. Une augmentation de 'angle 6 de df correspond a une
augmentation de surface de dS = 2nrdl, ou r désigne le rayon du cercle découpé sur la sphére de rayon p = 1, et
dl = pdf = do. Puisque sinf = i =il Vient

Q= f; Oarcmn @ dS =2r f; Oarcmn sin@df = 27 (1 — cos (arctan £)).

Puisque 1 + tan? ¢ = ﬁ7 on a cosx = \/ﬁ pour x € I:O, g] . Donc finalement Q = 27 (1 — m) .
2) On sait que ce flux vaut ¢ = kQ, donc ¢ = 27k (1 — \/‘121732> .

Exercice 4. 12 1) a) On a d abord, puisque sin2x = 2sinz cos z,
I=1["sin?2pdp =1 0277 (1 —cosdp)dp =% [p — %sin4ap}§" =7
Pour calculer J, on écrit J = fow (sin® 9)2 sinfdf = [ (1 - C082 9)2 sin 0df
= fo (sm9 2cos? sin 0 + cos Gsm9) df = [f cos @ + 2cos®h— L cos 0] = %.
b) Comme on ’a vu, la normale passe par le centre de la spheére.
Donc o ”87%“ = (w i —|—yj +z k:) Par suite .7 = xy27.%(ﬂc7 + y? + z?) = L2’y

L’¢lément de surface dS a la surface de la sphére vaut dS = R?sinfdfdyp, ou R, 6 et ¢ désignent les coordonnées

sphériques du point M. Donc ¢ = ff(s) E.mdS = f(p . 90::()” +2°y?> R® sin 0dfdp.

Or x = Rsinfcosy et y = Rsinfsin¢. Donc, en utilisant a),

= [5227 [05T Lay? R sin6dfdp = R [£707 sin® i cos” pdip. Jo=o sin® 06 = FE R®.

2) On sait que div E = BE“” + aEy + 6E2 , donc ici div E = v2.
En utilisant les coordonnees spherlques on a dV = r?sin 0drdfdyp, donc
— — —
fff(z) div E.dV = [?=27 (0= = 214 sin® 6 cos? pdrdfdy = fo cos® pdep. [ sin® 0df. [ R,

Les deux premiéres intégf;l(ézb beg_c;lcaleont comme en 1) a) :

fO% cos’pdp =1 0 (14 cos?cp) dp=1[p+3 sm2<p] =.

Iy sin®0dg = =[5 (1 —cos % 0) sin 0d6 = fo (sm6‘ - sm6’c0s 0) d§ = [—cosf + % cos® 0]; =
On obtient donc finalement fff(z) div E.dV = 7T.§. [érﬂoR = %Rs.
En utilisant la formule d’Ostrogradski, on retrouve ¢ = %R5.

S~

Figure 4.25

Exercice 4.13 Soit dm une masse infinitésimale entourant le point M sur la surface de cette sphére S, et do la
surface infinitésimale correspondante (Figure 4.25). Alors dm = pdo et J = [[;r?dm = p [[, r>do. Donc

J = p [[s (Rsin6)® R?sin 0dOdy = pR* [7 o ( o= (1 — cos® ) sin 0d0) dyo

= 2nuR? ( (sm@ — sin 6 cos? 0) d0) = 27r,uR4 [f cosf + l cos® 9}3 = gw,uR‘l.

Or, si M est la masse de la sphére, on a u = % = 47rR2, donc J = 2MR2,

3

Exercice 4.14 1) 6% [y (r? 4+ 2° +y2)_%] = (R*+2%) (R + 2 +y°) 2.
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1

Il en résulte que f(h2—|—x2—|—y2)7% dy = 2 (h2 +a2®+y°) T 4+C.

2) Par définition, cet angle solide vaut Q = [, H H3 ndo.
_ _3
Orici@ =—k (voir Figure 4.20), donc = — ffz a4y i bk da;dy h ("= ( v=b (h2 +2% + y2) 2 dy) dx.
’ (\/m> =0 y=0

r=a dx

9 17y=b _ a
e=0 [h2+12 (0% 2%+ %) 2}y:0dw_hbf° (h2+22)y/h2 b2 122
3) dx = Y h2 02 0t et Vh2 402 + 22 = Vh2 +b2V/1+ tan?t = VR2402

cos? t cost

En utilisant la question 1, il vient Q2 = h

arctan arctan L€

Donc 2 = hb [ Vi cos t.dt =hb [, VHE4b? costdt

[h2+(h2+b2) tan?2 t] cos2t [h2+b2 sin2 t] '

. ’ . /
A un facteur pres, on a a intégrer une fonction de la forme JT
arctan ——2%—— arctan a
. \V h2+b2 . A/ h2+4b2
Par suite Q = %fo ' —costedt o [arctan (% sint)], ) .

[1+(7smt)2} -
Puisque 1 + cotan? z = — —Lteng [0 ] , d’oul

on asinz = our x €
2
sin® x? Vittanzs ¥

b
= arctan -

h2+b2 = arctan (a—b) .
\/7 hy/a? + 02 + 2
24




Index

Accroissement infinitésimal, 1
Analyse vectorielle, 32
Angle solide, 41

Barycentre, 25

Cone, 30

Cone de révolution, 27
Centre d’inertie, 25

Champ & flux conservatif, 40
Champ constant, 5

Champ de gradients, 7
Champ de vecteurs, 5, 32
Champ newtonien, 5, 33, 36
Circulation, 6

Circulation infinitésimale, 5
Connexe, 2

Conservatif, 7

Courbe fermée, 8

Couronne circulaire, 14

Déplacement infinitésimal, 4
Différentielle, 1

Différentielle (Expression intrinséque), 4
Différentielle exacte, 7

Différentielle logarithmique, 2
Divergence, 32

Divergence en sphériques, 38

Domaine d’intégration, 12, 22

Elément de surface orienté, 37

Ellipsoide, 34

Equation d’état, 3

Expression intrinseéque de la divergence, 37
Expression intrinseque du rotationnel, 39

Flux, 37

Folium de Descartes, 9
Forme différentielle, 6
Formule d’Ostrogradski, 40
Formule de Stokes, 40

Gauss, 41

Gradient, 4, 32

Gradient en cylindriques, 5
Gradient en sphériques, 8

Hypersphére, 31

Intégrale curviligne, 6

Intégrale de surface, 36
Intégrale double, 11
Intégrale triple, 20
Intrinseque, 4

Laplacien, 33
Ligne de champ, 35

Masse linéique, 21

Masse surfacique, 21

Masse volumique, 21
Moment d’inertie, 20, 23, 30

Nabla, 32
Nappe paramétrée, 34

Opérateur aux dérivées partielles, 32
Orientation d’une surface, 35

Pavé, 15

Pendule simple, 21
Plaque triangulaire, 27
Potentiel scalaire, 7

Ressort, 46
Rotationnel, 32

Solide de révolution, 24

Solide homogene, 21

Stéradian, 41

Surface équipotentielle, 36

Surface de 'espace, 11, 33

Surface de révolution, 28

Surface du tore circulaire, 28

Surface fermée, 35

Surface infinitésimale, 11, 36

Surface infinitésimale (cartésiennes), 12
Surface infinitésimale (polaires), 13
Surface intérieure (courbe fermée), 17
Surface orientée, 37

Tétraedre, 22

Tangente a Dellipse, 3

Théoreme d’associativité, 26
Théorémes de Pappus-Guldin, 28
Tore circulaire, 28

Tube de champ, 41

Variables indépendantes, 1
Variables liées, 2
Variation infinitésimale, 6



INDEX

Vecteur normal a une surface, 34
Vecteur normal unitaire, 35

Volume algébrique, 11

Volume de la sphére, 29

Volume du cone de révolution, 30
Volume du tore circulaire, 29

Volume infinitésimal, 20

Volume infinitésimal (cartésiennes), 22
Volume infinitésimal (cylindriques), 23
Volume infinitésimal (sphériques), 24

61



