FORMULE DE GREEN-RIEMANN

La formule de Green-Riemann permet de transformer une intégrale double en intégrale curviligne. Comme nous le verrons
plus loin, elle est un cas particulier de la formule de Stokes (voir TLM1, page 314). Nous en donnerons toutefois une
justification directe dans le cas o le domaine d’intégration D est une "patate" comme dans la figure 1.

1 Formule de Green-Riemann

Soit (C) une courbe fermée orientée (figure 1), parcourue dans le sens trigonométrique.

A

ymax __________________

Ymax(X) N D

y
B /
Ymin(X)

Ymin -_---i__ C M

v

Fi 1
Xmin Xmin(Y) X Xmax(y) Xmax Igure

Soient P =P (x,y) et Q = Q (x,y) des fonctions de deux variables, définies et admettant des dérivées partielles continues
sur (C) et en tout point de l'intérieur D de (C). La formule de Green-Riemann s’écrit :

”D <?3§3 — 25) dxdy = f’;{anX—i— Qdy (1)

Elle permet de transformer une intégrale double en intégrale curviligne (TLM1, page 276).

Démonstration En séparant l'intégrale double en deux, on a

2Q 0P 2Q ﬂ oP
— — — | dxd —dxdy — —dxd
HD<OX ay) xy “[Dax xcy DOy *y
Y=VYmax X:Xmax(y) a X =Xmax y:ymax(x) aP
= J —de dy—J J —dy | dx
Y=Ymin X=Xmin (Y) ox X=Xmin Y=VYmin (X) dy

Y=VYmax X:Xmax(y) X =Xmax y:ymax(x)
- [Q (x,y)] au- [P (x,y)} dx.

Y=Ymin X=Xmin (Y) X=Xmin Y=Ymin (X)

Par conséquent

Y=Ymax Y=Ymax
(-5 aa = [ o was= [ Qo o) ay

Y=Ymin Y=Ymin

X=Xmax X=Xmax
_J P (Xaymax (X)) dx + J P (X»Umin (X)) dx.

X=Xmin X=Xmin

Interprétons les quatre intégrales qui apparaissent comme des intégrales curvilignes grace a la figure 1. On observe que :

Y=Ymax <
a) J Q (xmax (y),y) dy = J'H Q (x,y) dy, arc CA(q) étant parcouru sur la partie située a droite de (C).
Y=Ymin CA(d]
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Cette circulation correspond donc au sens trigonométrique sur (C).

Y=Ymax <
b) J Q (xmin (y),y)dy = J"H Q (x,y) dy, I'arc CA(4) étant parcouru sur la partie située a gauche de (C).
Y=Ymin CAg)

.
On en déduit que J Q (xmin (¥),y)dy = —J -, Q(x,y)dy, l'arc AC(4) étant parcouru sur la partie située a
Y=VYmin ACy)

gauche de (C), avec un sens de circulation qui correspond au sens trigonométrique sur (C).

Y=Ymax

X=Xmax [
c) J P (X, Ymax (x)) dx = JH P (x,y) dx, 'arc BD(}) étant parcouru sur la partie située en haut de (C).

X=Xmin BD (n)

X=Xmax o
Par conséquent J' P (X, Ymax (X)) dx = _J‘_’ P (x,y) dx, 'arc DB(y) étant parcouru sur la partie située en haut

X=Xmin DB n)
de (C), avec un sens de circulation qui correspond au sens trigonométrique sur (C).

X=Xmax o

d) J P (X, Ymin (x)) dx = J‘H P (x,y) dx, 'arc BD(y,) étant parcouru sur la partie située en bas de (C), donc dans
X=Xmin BD (v)

le sens qui correspond au sens trigonométrique sur (C).

On obtient donc finalement

[l (5 - 55) s

jH Q(x,y)dy+JH Q(x,y)derJH P(x,dex+JH P (x,y) dx

CA (4 AC (g DBy, BD(y)
= %6_) Q(x,y)dy —l—fi;H P(x,y)dx = ii;H Pdx + Qdy, C.Q.F.D.
(C) (C) (C)

Exemple 1 Utilisons la formule de Green-Riemann pour calculer

2
I:” yZdxdy, ou D = {(x,y) eR?/ %—i—yz < 1}.
D

Ici D est lintérieur de Dellipse (C) d’équation cartésienne % +y? =1, d’équation paramétrique x = 2cost, y = sint.
L’ellipse est parcourue dans le sens trigonométrique lorsque t varie de 0 a 27t.

0
Pour appliquer la formule de Green-Riemann au calcul de I, choisissons P = 0, et Q = xy?, de telle sorte que a—Q =2,

P
H yZdxdy = “ <6Q — 6) dxdy = ﬂg(ﬂ Pdx + Qdy = i;(ﬂ xy’ dy.
D p \0x 0y () (C)

27 2n
Or dy = cos tdt, donc [ = J 2 cos tsin® t costdt = ZJ sin? t cos? tdt.
0

Il vient alors

0
Puisque sin 2t = 2sintcost, il vient

102", 12" 1 1. 1" =
IfEL sin ththJ‘O (1—cos4t)dt4[t—4sm4th =3

2 Surface intérieure A une courbe fermée

Si on prend, dans la formule de Green-Riemann, Q =0 et P = —y, celle-ci s’écrit

dxdy = @—E dxdy = —¢,_, ydx.
o=, (22w~

Or H dxdy = U dS = S, surface intérieure a (C).
D D
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On obtient donc une formule permettant de calculer la surface intérieure a (C) :

S = —jg ~,ydx (2)
(c)
De méme, en prenant Q = x et P =0, on obtient :
S = i{;(ﬂ xdy (3)
(C)

Remarque 1 Sila courbe (C) est parcourue dans le sens contraire du sens trigonométrique, il est clair que I'intégrale de
la formule (2) donne 'opposé de la surface (S), ¢’est-a-dire un nombre négatif. On rencontre ce résultat en Thermodynamique,

lorsqu’on utilise un diagramme de Clapeyron.
2 2
Exemple 2 Soit l'ellipse d’équation cartésienne 2 + o 1 (figure 2).
Elle admet pour représentation paramétrique x = acost, y = bsint, et la courbe est totalement décrite dans le sens
trigonométrique lorsque t varie entre 0 et 27r.

A
Y Ta=p2
©
b
(t=p) (t=0
> X
0 a (t=2p)
(t=3p/2) Figure2
Puisque x = acost, dx = —asin tdt et la surface intérieure a ’ellipse vaut

t=2m 271

S = —ff; S\ ydx = —J bsint. (—asintdt) = abJ sin? tdt.
(c) t=0 0

En linéarisant, il vient
21

27

1

Sza—bJ' (1—cosZt)dt:a—b t— —sin2t = mab.
2 J, 2 2 0

Ce résultat est également démontré dans ’exercice 15.9, page 185 de TLMI1.

3 Lien avec la formule de Stokes
L’espace est rapporté au repére orthonormé direct (O, i, j, k). La formule de Stokes s’écrit

)

).
- -
jEH E.dM = H rol E.7.do, (4)
(€)
- - - -
= E(x,y,z) =P(x,y,z2) 1 + Q(x,y,2z) j +R(x,y,z) k est un champ de vecteurs de I’espace, et o (X) est une
—
surface orientée de ’espace s’appuyant sur une courbe fermée orientée (C). Voir figure 3 et, pour les détails, TLM1 p. 314.

ot E(M)

Figure3
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= — =
Supposons que la courbe (C) est entierement contenue dans le plan horizontal (O, 1, j ), ainsi que la surface (X). Dans

H
ce cas, le vecteur normal A (X) est le vecteur k. Supposons en outre que E est également situé dans le plan horizontal

(O, 1, j ), de telle sorte que
B - F

F(M) 3.

-
(x,y) =Px,y) 1 +Q(x,y)
Donc ici R=10 et P et Q ne dépendent pas de z. L’expression du rotationnel de E) est donc
G = (R_9Q\p (OR 0PNz (0Q 0P\ (0Q 0P\
ro dy 0z ' ox o0z) '’ * ox 0y ’
de telle sorte que la formule de Stokes (4) s’écrit

- - - - 0Q 0P\ = o
ﬂ;{a(m —I—Q)).(dxl +dy]> - JL(ax_ay) KK .dxdy

3Q oP
& ﬁ; Pdx + Qd 2” <—)dxd.
2 Qdy Ao "oy y

C’est la formule de Green-Riemann, qui apparait donc comme un cas particulier de la formule de Stokes.

EXERCICES

_)
Exercice 1 : Dans le plan rapporté au repére orthonormé (O, i, j ), soit (C) le cercle d’équation cartésienne (x — 1)2 +
y? =1 etsoitD:{(x,y) ER?/ (x—172+y2<Tlety 20}.

Calculer I'intégrale double I = ” ydxdy en utilisant la formule de Green-Riemann.
D

2 2
Exercice2:SoitO<b<a,etD_{(x,y) /;—%1‘;2§1}.

Calculer | = J.J (xz + yz) dxdy en utilisant la formule de Green-Riemann.
D

Exercice 3 : On considére la cardioide (TLM1 page 166), d’équation paramétrique :

x =R (2cost—cos2t) ; y=R(2sint—sin2t).

La cardioide est entiérement décrite lorsque t varie de 0 & 27t et sa représentation graphique est donnée par

Bt=2p/3) |
R}‘A(t:p/@
ct=pl o]  \b(=0
Figure4: Lacardioide

Calculer la surface intérieure a la courbe.

Exercice 4 : Soient a et b deux réels vérifiant 0 < a < b.

22 X2 P
On considére les ellipses d’équations P + b = 1et b2 + 2 1.
Calculer la surface intérieure commune & ces deux ellipses.

Exercice 5 : Démontrer le deuxiéme théoréme de Pappus-Guldin (TLM1, pages 329-330).
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SOLUTIONS

Exercice 1 : On cherche d’abord P et Q tels que

[ pvavas =[], (55 s

Il y a plusieurs fagons de procéder. Par exemple, prenons Q = xy et P = 0.
En appliquant la formule de Green-Riemann, il vient

1= J:[ ydxdy :fi;_) xydy,
D (r)

.
ou (I') est la frontiere de D, parcourue dans le sens trigonomeétrique (figure 5).

A
y M

(Co)
(D) t

v

Figure5

o
En notant (Cy) le demi-cercle parcouru dans le sens indiqué, il vient

I:” ydxdy :JH xyderJ% xydy.
D (

Co) (OA)
— <
Or sur (OA) on a dy = 0 car y reste constant (égal a 0). Par ailleurs une représentation paramétrique de (Cy) est
x=1+cost
y =sint

lorsque t varie entre 0 et 7t. Alors dy = costdt, donc

t=m t=m ] 1 U 2
I:J (1—|—cost)sintcostdtzj (sintcost—l—sintcoszt) dt=|—=cos’t—-cos®t| =Z.
t=0 t=0 2 3 0 3

Exercice 2 : Le domaine d’intégration est I'intérieur d’une ellipse (E) centrée en O, de grand axe horizontal (figure 2).
Une représentation paramétrique de cette ellipse parcourue dans le sens trigonométrique est x = acost, y = bsint, pour t
variant entre 0 et 27t. On observe que

0 oP
] = JJ <Q - ) dxdy, avec Q = xy? et P = —x’y.
p \0x 0y
En appliquant la formule de Green-Riemann, on obtient
t=2m
] = i;(ﬂ> —x?ydx + xy?dy :J' — (a%cos? t) x (bsint) x (—asintdt) + (acost) x (b2 sin” t) x (b costdt)
r t=0

271 27 2

Tt
= ab(a’+b?) J sin® 2tdt

1
sin? t cos? tdt = Zab (az + bz) J
0

1
(Zsintcost)2 dt = —ab (a? + b?
4
0

1 2 T O
= gab (a2+bz)J (1 cos4t) dt = -ab (a® +b%).
0
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t=2m
Exercice 3 : Cette surface vaut S = 7[ ydx = ZRZJ' (2sint — sin 2t) (sint — sin 2t) dt. En développant, il vient
(C) t=0
27 27 1
S = ZRZJ (Zsin2 t — 3sin tsin 2t + sin? Zt) dt = ZRZJ (1 —cos2t —6sin’ tcost + 7 (1— cos4t)> dt
0 0

27
2R? {t—lsiHZt—Zsirft—l—] <t—1sin4t)] = 6mR2.
2 2\ 4 .

Exercice 4 : On utilise la formule (2) appliquée a la figure 7 ci-dessous.

A

Figure 6

Les symétries de la figure montrent que la surface S cherchée vaut

S=8 <J'Hydx> =-8 <JH ydx-i—JAH ydx—&-J'H ydx) .
C AB BO OA

.
Sur ’arc OA, on a y =0, donc la troisiéme intégrale est nulle.
2 2

o
L’arc AB correspond a l’ellipse d’équation b2 + L. 1, il est donc paramétré par x = bcost et y = asint. Le point A

a2
a
correspond & t = 0. Cherchons la valeur du parameétre correspondant au point B.
2 2 2 2
X
Les coordonnées x et y de B vérifient le systéme — + v o_ 1, —+ v o_ 1.
a?  b? b2 a?

On a donc en multipliant la premiére équation par a?, la deuxiéme par b?, et en soustrayant :

F(BoB) mao ey SR e

ot —b* T @t

ab
VaZ +v7

La valeur du parameétre t correspondant au point B vérifie donc asint =

Puisque y est positif, il vient y =
ab
VaZ +b2

Pui te{oﬂ} il vient t in— % Par suit
uisque , =1, il vient t = arcsin ———. Par suite
2 ‘/az _|_b2
t=arcsin ——2—o t=arcsin ——2—o
a . . ab Va
J“" ydx = J et asmt.(—bsmt)dt:——J et (1 —cos2t) dt
AB t=0 2 Jio

arcsin

b
ab [ 1 Veliv2 ab arcsin ——2——
- - 5 t_zsinzt:| \/T :—7 [t_sintcost]o m
- 0

= —a—b arcsin b — b \/1—<b>2
2 VaZ+bv?  Va? + b2 Va2 +b?

= —a—b -arcsin b — ab
2 VaZ+b2  aZ+b’|’
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11 reste & calculer JH ydx.
BO

ab
Sur BO, on est sur la premiére bissectrice et y = x. En outre x varie de ——= 4 0. On a donc
va? + b2

rx =0 0 21,2

1 1 a“b
dx = xdx = | =x? =———.
J;Oy | {z ] o 22 + b2

\/a2+b2 \/qz+bz

On obtient finalement la surface cherchée :

i b
S=-8(|_ ydx+ J dx) =4ab arcsin ———.
(m%y B?Z)y Vva? +b?

Exercice 5 : On découpe le volume de révolution en tranches infinitésimales de hauteur dy (figure 7) :

1 Y
y ©
N
Ymin
Xmin(Y) Xmax(Y) " Figure?7
Yumax
Le volume balayé par la surface S vaut V = J s (y) dy, ou s (y) désigne la surface de la tranche d’ordonnée y.
Yuin

Or cette tranche est une couronne circulaire.
Le rayon du cercle intérieur est x.,i, (y) et le rayon du cercle extérieur est Xy ax (y). Par conséquent

Ymax Ymax Ymax
V = J (nxmax (U)Z — TXmin (U)2> dy =T |:J Xmax (U)z dy *J‘ Xmin (U)z dy:|
Ymin Ymin Ymin
B Ymax 3 Ymin 2 _ )
= T Xmax (U) dy + Xmin (U) dy =T X dyv
Ymin max C

ou la courbe (C) est parcourue dans le sens trigonométrique.
On utilise alors la formule de Green-Riemann avec P =0 et Q = x?. Il vient

V= nJ x*dy = 7'(” (aQ — aP) dxdy = 27:” xdS.
C s \ 0x dy S

1
Or xg = gﬂ xdS, d’ou le deuxiéme théoréme de Pappus-Guldin.
S
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