FORMULES DE CRAMER

Le but de ce complément est double :

1) Donner la démonstration élémentaire des formules de Cramer dans le cas d’un systéme de trois équations a trois
inconnues [théoréme 4.7, page 9 de "Toutes les mathématiques" (TLM1)].

2) Enoncer et démontrer les formules de Cramer dans le cas général d’un systéme de n équations & n inconnues, a partir
de la théorie générale des déterminants (voir le document "Déterminants" sur le site touteslesmaths.fr).

1 Systémes de trois équations a trois inconnues

Considérons un systéme (S) de trois équations linéaires & trois inconnues x, y et z :

ax+by+cz=d (1)
(S) ax+by+cz=4d (1)
a//X + l)//1J + C//Z — d// (1//)

Nous allons démontrer les formules de Cramer par analyse et synthése. Supposons donc d’abord que le systéme (S) a une
solution (x,y,z). On effectue les opérations ¢’ (1) —c (1), ¢” (1) —c (1”7, ¢ (') — ¢’ (1”) qui font disparaitre z. On obtient
les trois équations :

(ac’ —d’¢)x+ (bc’ —b'c)y =dc’ — d'c (2)
(ac” —a”’c)x+ (bc” —b"c)y =dc” —d"c (2)
(a/C/l _ a//C/)X+ (b/cl/ _ bllcl)y — d/C// _ d//C/ (2//)

Si nous multiplions I’équation (2) par —b”, I’équation (2’) par b’, ’équation (2”) par —b, et additionnons le tout, y
disparait & son tour et nous obtenons

(a'b”’c —ab”’c’ + ab’c” — a”’b’'c+ a”’bc’ — a’bc’)x = d'b’c — db”’c’ + db’c” — d"b'c + d"bc’ — d’'bc”.
Ainsi, a condition que I'on ait a’b”c — ab”c’ + ab’c” — a”’b’c + a”’bc’— a’be” # 0, il vient

B (1/b//C _ db/lC/ + db/C// _ d//blc + d//bcl _ dle//
- a/bllc _ abllcl _I_ ab/c// _ a//blc _I_ a//bcl _ a/bC// :

Il est alors facile de vérifier que

A a b ¢ d b ¢
x = KX CA=|d b | ,A=|d bV ]| (1)
1 b// C// d// b// C//
On obtiendrait de méme
d ¢ a b d
A ¢ A
Y= Xy , A= a d y 2= KZ , Ay = a v od . (2)
a/l d// C// a// b/l d//

Réciproquement, soit A défini par (1). On suppose A # 0. Soient x, y et z définis par (1) et (2). On a
ax+by+cz = % (d'b"c—db’c + db’c” —d"v'c+ d"bc’ — d’bc”)
b
+Z (ad/c// _ ac/d// _ Cl/dC” _I_ a/cd// _I_ a/lcld_ a//cd/)

+% (ab’d” — ab”d’ — a’bd” + a’b"d + a’bd’ — a’'b'd).
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Si on développe le tout, on observe que tous les termes contenant d’ et d” disparaissent. Il reste

ax+by+cz = (dab’c” — dab”c¢’ — da’bc” + da”’bc’ 4+ da’b”’c — da”’b’c)

(ab’c” —ab”’c’ — a'bc” + a’b’c + a”’bc’ — a’'b'c) = % x A =d.

Un calcul analogue montrerait que a’x +b'y+c'z=d’ et a’x+b"y+c”z = d”. Par conséquent x, y et z donnés par (1)
et (2) sont bien solutions du systéme (S). Le théoréme 4.7 de TLM1 est donc démontré.

Do > —

2 Formules de Cramer dans le cas général

Considérons un systéme de n équations linéaires & n inconnues xp, X2, ..., X :

anx) +apxy +---+aiaxn =by

az1x) + az22x2 + -+ AnXn = by
(%)

An1X1 + an2X2 + -+ ApnXn = by

Par définition, le déterminant du systéme (X) est

a; a2z 0 Qin

az; a2 -+ Q2n
A =105k cicnyi<jen =

An1 Qn2 -+ QGnn

Si le déterminant A du systéme (L) est différent de 0, on dit que (X) est un systéme de Cramer. Le théoréme suivant
généralise les théoremes 4.5 et 4.7.

Théoréme 1 Le systéme (X) admet une solution unique (X1,X2,...,Xn) i et seulement si c’est un systéme de Cramer.
Dans ce cas, cette solution est donnée par les formules de Cramer :

. Ay
vie{l,2,...n}, xi = Kl

Dans ces formules, A désigne le déterminant de (X), et Ay le déterminant obtenu en remplagant, dans A, la i-éme colonne
par la colonne des by qui figurent dans le second membre de (XZ).

Démonstration Démontrons d’abord par récurrence que (X) admet une solution unique (x1,X2, ..., Xn ) si et seulement
si c’est un systéme de Cramer. La propriété est vraie pour n = 2 (théoréme 4.5 de TLM1). Supposons-la vraie a Uordre n—1,
et montrons qu’elle est vraie a ordre n. Dans le systéme (Z), 'un au moins des ai, est différent de 0 (sinon le systéme
n’a que n — 1 inconnues). Comme permuter les équations revient a permuter les lignes de A, on peut supposer que aj, # 0
(sinon, on place en premiére équation celle pour laquelle ai, # 0, ce qui peut changer le signe de A, mais pas le fait qu’il
soit nul ou non).

En utilisant la méthode du pivot de Gauss, on conserve la premiére équation, et on effectue les opérations suivantes sur
les lignes 2, ..., n :

ap a
Lz (—Lz —JL] y ey Ln (—Ln — L].
Ain n
Ces opérations font disparaitre 'inconnue x,, dans les équation 2, ..., n, et il vient :

aj1x) + ajaxa + -+ apxn = by
arn azn
(a21 T Cln) X1+t <a2,n] T a1,n1> Xn_1 = by

n n

n n

Ann Qnn
<anl - aall> X1+t (an,nl - Tal,nfl Xn_1 = by
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Le déterminant de ce systéme vaut A, car il a été obtenu a partir de A grace aux opérations

el =20 L e, —

n Ain

Qnn
L]a

qui ne changent pas la valeur d’'un déterminant. En le développant par rapport a la derniére colonne, il vient

azn azn

a) ——aj;p 0 AQ2n-1— —Q1n-1
Ain n

n—1
A=(-1) Ain :

Qnn Ann

an1 — —an Ann—-1— ——0a1 n-1
Ain Ain

Donc le déterminant du systéme formé par les n — 1 derniéres équations dans (3) est différent de zéro si et seulement si

A #£ 0. Par hypotheése de récurrence, ce sous-systéme admet une solution unique (x1,...,Xxn_1) si et seulement si A # 0. En
utilisant la premiere équation de (3), on voit donc que (X) admet une solution unique (X1,...,Xn_1,Xn) si et seulement si
A #£0.

Il reste & montrer que cette solution est bien donnée par les formules de Cramer. Soit (xq,...,xn ) I'unique solution de

(). On a par exemple :

by a2 - ain anxy +anxy+--+aiaxy a2 o0 Qin

by axp - am azixy +azxy +---+danXxn Q2 - Q2n
A] = =

bn an2 - Qnn An1X) +an2X2 + -+ AQpnXn An2 -+ Qpn

En utilisant la linéarité du déterminant par rapport & la premiere colonne, il vient

aypr a2 0 Qin a2 a2z -0 Qn Ain Q12 -+ Qin
az; a2 - an az; a2 -+ an an Q22 - Q2n
Ay =x71| . ) +x2| . ) + %y
an1 Qn2 -+ Onn an2 Qn2 -+ Qnn Qnn  Qn2 -+ Qnn
Or les déterminants en facteur de x;, ..., X, sont nuls car ils ont deux colonnes identiques.
Ay

De plus, le déterminant en facteur de x; est A. Donc A7 = x7 A, c’est-a-dire x; = e
La démonstration est identique pour les autres x;.
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