EXPOSANTS RATIONNELS

Le but de ce complément est de démontrer les propriétés des exposants rationnels, admises dans TLM1 (théoréme 11.1
page 124).

1 Propriétés des exposants entiers

Nous montrons d’abord comment les propriétés x™x™ = x"*™ et (x™)™ = x"™, qui sont évidentes dans le cas ol 1 et
m sont des entiers positifs ou nuls (formules 11.3 page 123 de TLM1), restent vraies pour des entiers positifs ou négatifs.

Rappelons que, par définition, si n < 0, alors
1
X" = F (1)
Théoréme 1 Soit m € Z et n € Z, et soit x > 0. Alors on a

m . n m+n' (2)

Démonstration On distingue plusieurs cas.

a) Sim=0oun =0, le résultat est vrai car x° = 1 par définition. On peut donc supposer m # 0 et n # 0.
b) Sim >0 et n > 0 le résultat est vrai par définition de 'exposant (formules 11.3 page 123 de TLM1).

¢) Supposons maintenant que m et n sont de signes contraires, par exemple m > 0 et n < 0.

Posons p = —n. Alors p > 0 et

X X
Xt = ——— = —
x—n xP

Si m > p, on a au numérateur m facteurs x, et au dénominateur p facteurs x. Donc aprés simplification

Sip > m, on a de méme
x™ 1
xm Xt = — = =X
xP xp—m

Donc (2) est démontré dans le cas ot m et n sont de signes contraires.
d) Supposons enfin que m < 0 et n < 0. Alors —m > 0 et —n < 0. Donc

1 1 1 1 1 m+n
XX E T T xmx-n x-m-n  x—(mn) * » CQFED.

Théoréme 2 Soit m € Z et n € Z, et soit x > 0. Alors on a

XTTI
XT — Xm_n (3)
Démonstration Il suffit d’appliquer le théoréme 1 car
ﬁ —x™ x i — xMyx™ ™ — MmN
xm x™

Démonstration On distingue de nouveau plusieurs cas.
a) Sim =0 oun =0, le résultat est vrai car x° = 1 par définition. On peut donc supposer m # 0 et 1 # 0.
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b) Si m >0 et n > 0 le résultat est vrai par définition de ’exposant (double exponentiation).
¢) Sim>0etn<0,en posant p=—n on voit que

d) Sim < 0etn>0,en posant ¢ = —m on obtient

man am T\" 1 1 1 mn
(X ) = (X q) = | — = = — = =X .
x4 (x4)n  x4n x—mn
e) Supposons enfin que m < 0 et n < 0. Alors en utilisant le résultat de c) on a

1 1
x™)" = = =x""  C.Q.F.D.
(x™) m) T Q

Théoréme 4 Soit n € Z, et soient x >0,y > 0. Alors on a
XMyt = (xy)"
Démonstration Le résultat est évident si n € N. Si n < 0, alors —n > 0 et par conséquent

1 1 1 1 “n
xX y et fn X p—y = E—— = ey — (Xy) y C.Q.F.D.
x Y XMy (xy)

2 Propriétés des radicaux
Rappelons que, pour tout x > 0 et pour tout entier q > 1, {/x est I'unique réel positif qui vérifie
(V)" =x. (5)
Théoréme 5 Soit peNet qeN, avecp>1,q>1, et soit x > 0. Alors
(V%) = W&

Démonstration En effet on a par double exponentiation

pq Py a
(Vom) = (Vo) ) =) =~
Théoréme 6 Soit q € N, avec q > 1, et soit x >0,y > 0. Alors

VX VT = V.

Démonstration Il suffit de remarquer que

(Vx99)" = (V%) (W) =xy.

3 Propriétés des exposants rationnels

Soit v = % € Q, avec p € Z et q € N, écrit sous forme irréductible. Les exposants rationnels sont définis par
X =xv = (¥x)". (6)

’

(voir TLM1, formule 11.7 page 124).
On notera que la définition (2) reste vraie pour n’importe quel représentant % de T, méme si % n’est pas irréductible.

En effet, si v = E—: = %, ou % est irréductible, alors il existe un entier d > 1 tel que p’ = dp et q' = dq.
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Donc, en vertu des propriétés des exposants entiers et des radicaux,
’ ! d d\P P L
(VX" = ()T = ((¥)") = (V)" =xF¥ =x¥, C.QFD.
On a donc, pour tout rationnel r = %, avecp € Z et q € N,

X =xv = (¢x)" = Vxv. (7)

La derniere égalité de (3) résulte de ce que
q p
(v ) = (40" = ()" ) =

Théoréme 7 Pour tous nombres rationnels v et s et tout réel strictement positif x, on a

Xr .XS — XT‘+S (8)
Démonstration Posons v = % et s =L avec q > 0 (on réduit r et s au méme dénominateur). Alors par définition, en

q
utilisant le théoréme 1,
pit

x'x5 = (W)p (Q/’z)t = (Q/’z)p+t =xa =x"t5, (9)

Théoréme 8 Pour tous nombres rationnels v et s et tout réel strictement positif x, on a

Démonstration Posons 4 nouveau r = £ et s = £ avec q > 0. Alors, en vertu du théoréme 2
q q ) b

(x")® =x"* (11)

Démonstration Posons r = ¢ et s = %. En utilisant deux fois la derniere égalité de (7) et le théoréeme 5, il vient

w1 = 4 = (V7)) = VR = v = v =it =,

Théoréme 10 Pour tous nombres rationnels v et s et tous réels strictement positifs x et y, on a

T

X'y = (xy)".

Démonstration En posant r = §, on peut écrire, en utilisant les théorémes 4 et 6,

XyT = (V%) (V) = (Vxm)" = (¥x)* = (xy)", C.QF.D.
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